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Пролог
Предмет разматрања ове докторске тезе jе анализа дисипациjе енергиjе у проблемима
судара два или више тела. Претпоставља се да свако тело може да клизи по
правоj линиjи у присуству сувог трења и да се међусобни контакт тела остваруjе
посредством лаког вискоеластичног штапа. При томе се сила трења моделира неглатком
вишевредносном функциjом, а вискоеластични штап као стандардно фракционо линеарно
вискоеластично тело. Наиме, конститутивне jедначине коjе описуjу вискоеластични штап
укључуjу фракционе изводе, тj. изводе произвољног реалног реда и ограничења на
коефициjенте коjа следе из Клаузиус-Диjемове неjеднакости. Предложени модел укључуjе
два облика дисипациjе енергиjе, и то ab initio кроз конститутивне jедначине коjе
описуjу вискоеластичне материjале, а затим и због присуства сувог трења као строго
дисипативног процеса. Фракциони тип дисипациjе коjи прати међусобни контакт два
тела, описан нелокалним изводима, и модел дисипациjе коjи прати клизање сваког
од тела, а коjи укључуjе суво трење описано неглатким вишевредносним функциjама,
заjедно доводе до диференциjалних jедначина кретања механичког система датих у
форми вишевредносних диференциjалних jедначина произвољног реалног реда. Ради се
о нелинеарним jедначинама при чему jе узрок нелинеарности присуство сувог трења
у систему. Добиjене jедначине кретања представљаjу фракционо уопштење обичних
диференциjалних jедначина типа Филипова чиjе се интензивно проучавање, започето у
другоj половини двадесетог века, веома интензивно наставља и данас. Конвексикациjа
прекидних десних страна фракционих тj. диференциjалних jедначина произвољног
реалног реда коjа се постиже изабраним моделом за силу трења обезбеђуjе коректан
модел потпуног заустављања система после судара у коначном времену. То jе веома
важно jер се различитим избором улазних параметара у систему, а на основу основне
аксиоме динамике, принципа одређености Њутн-Лапласа и изабраних модела дисипациjе,
решавањем вишевредносних диференциjалних jедначина произвољног реалног реда,
добиjа читав низ различитих сценариjа судара коjи готово у потпуности прате оно
што показуjу експерименти. Довољан броj параметара у моделу судара, довољан броj
jедначина и потпуно нови метод нумеричке анализе коjим се повезуjу алгоритми за
решавање фракционих диференциjалних jедначина са алгоритмима неглатке анализе,
доводе до теориjе судара у коjоj нема баш никаквих коефициjената судара. Наиме,
стандардно фракционо вискоеластично тело се све чешће поjављуjе као изабрани,
термодинамички конзистентни, модел за опис реолошких своjстава како нових материjала,
еластомера и полимера, тако и ткива од коjих су сачињени живи организми. Конкретне
вредности параметара у конститутивним jедначинама коjе се добиjаjу на основу релативно
jедноставних експеримената омогућаваjу примену предложеног модела у различитим
реалним ситуациjама и у техничким али и у биолошким системима.
Следи преглед резултата у оквиру коjих jе постављен проблем а затим и поступак
његовог решавања.
Модел судара о коме jе реч спада у домен теориjе судара Херцовог типа, односно
ii Докторска дисертациjа
динамике крутог тела са вискоеластичним слоjем, в. Сонг и др. [2001, 83]1. Наиме, када
механички систем - материjална тачка, систем материjалних тачака, или тело - коjи се
налази у кретању тренутно ступи у контакт са неком препреком, у смислу да се на истом
месту нађу две тачке са различитим брзинама, настаjе специфични физичко механички
процес коjи се назива судар. Специфичности ове поjаве су врло велике контактне силе
коjе траjу кратко време и поjава деформациjа у околини тачке контакта са препреком.
Наиме, судар реалних тела jе веома компликован феномен коjи jе изузетно сложен за
разумевање и анализу, jер га прате промене атрибута кретања, еластична и пластична
деформациjа, поjава и простирање таласа унутар тела, лом, звук, загревање. Због великог
значаjа у инжењерским применама теориjа судара привлачи велику пажњу научника jош
од средине 17. века када jе у jедноj научноj дебати, мотивисаноj од стране Краљевског
друштва у Лондону, постављено питање да ли круто тело уопште може да се одбиjе
при судару. Од тада судар постаjе предмет интересовања великих имена тога доба нпр.
Лаjбниц, Њутн, Бернули, Хаjгенс, Кориолис, да се спомену само неки, су се мање или више
бавили анализом судара. Опажања показуjу да тела након судара могу да остану споjена
или да се раздвоjе. Такође jе познато да ако се нека кугла пусти да без почетне брзине,
са фиксне висине, падне на под, она се од пода може одбити али тако да се никада после
одбиjања не може попети на висину са коjе jе кренула. При томе се, упоређивањем кретања
пре и после судара, лако закључи да jе брзина кугле после судара мања од њене брзине
пре судара. Даље расуђивање води до кинетичке енергиjе коjа се током судара претвара у
друге облике енергиjе тако да jоj се после судара увек смањуjе вредност. Као пример
прелаза кинетичке енергиjе током судара у топлотну могу да послуже експерименти
коjима jе Прон почетком 21. века утврдио да при судару металне кугле пречника 3 мм
са металном плочом дебљине 0.85 мм са кинетичком енергиjом од 0.27 џула, температура
мерена на супротноj страни плоче наспрам контактне тачке порасте за 7 степени целзиуса
за мање од стотинке секунде, в. Спасић [2011, 84]. Слично са неке висине испуштена
пластелинска кугла се при удару у под деформише и уопште не одбиjе, а сиjалица поломи,
што се обично и чуjе, дакле судар jе поjава коjа обавезно укључуjе дисипациjу енергиjе.
Детаљан преглед теориjа судара може се наћи у монографиjи Брољата [1999, 16] у коjоj се
може наћи преко хиљаду референци из прегледне литературе као и приказ теориjе судара
у до тада актуелним уџбеницима и монографиjама. Са овде постављеним проблемом
анализе судара се може повезати велики броj радова. Поменуће се само неки, нпр. рад
Келера [1986, 55] о судару са трењем у коме се уводе две скале мерења времена jедна за
кретање до и после судара и друга за анализу судара, рад Гоjала и др. [1994, 44], у коме
се наглашава непостоjање свеобухватне и елегантне формулациjе коjа би укључила све
феномене коjи прате судар, и посебно проблем детекциjе тренутка остваривања контакта
коjи у рачунским симулациjама троши велики део времена, те чињеница да Кулоново
1Броjеви у угластим заградама означаваjу годину публикациjе и редни броj у списку референци на краjу
тезе.
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трење ниjе довољно да укључи велику количину изгубљене енергиjе за врло кратко време
траjања судара, затим рад Иванова [1995, 51] у коме се даjе преглед теориjе вишеструких
судара. Различите генерализациjе Херцове теориjе могу се наћи у раду Бучер и Сигелман
[2000, 20], као и у радовима Атанацковића и Спасића [1999, 4], [2001, 85] коjи се баве
анализом сценариjа коjи могу наступити после судара. Наиме, класична Херцова теориjа
судара познаjе само сценарио у коме се тела после судара раздваjаjу. Генерализациjа те
теориjе у коjоj се поред еластичне у разматрање уводи и адхезивна сила између тела у
контакту може да предвиди сценарио у коме тела после судара остаjу споjена. Упркос
томе, таj модел ниjе реалистичан jер у њему постоjе први интеграли енергиjског типа
тако да нема дисипациjе енергиjе. Са нешто другачиjим приступом, названим фракциони
вискоеластични прилагодљиви модел контакта-судара, дисипациjа енергиjе jе узета од
самог почетка али jе потврђен само сценарио раздваjања, в. рад Атанацковића и Спасића
[2004, 6]. Рад о коме jе реч jе само jедан у низу радова коjима jе после сериjе резултата
Беглиjа и Торвика из осамдесетих година прошлога века, започела примена фракционог
рачуна у решавању инжењерских проблема, в. Баjер и Кемфле [1995, 15], Енелунд и
Лезетр [1999, 34], Розикин и Шитикова [2010, 78]. Поменути радови су само део из
велике класе радова у коjима се фракциони рачун и посебно фракционе диференциjалне
jедначине тj. диференциjалне jедначине произвољног реалног реда, представљаjу као
математички апарат коjим се изузетно добро описуjу вискоеластична своjства нових
материjала присутних у савременим конструкциjама, што jе од изузетног значаjа за
практичне примене. Паралелно са тим алатом, у исто време започиње нагли развоj
неглатке математичке анализе, а тиме и развоj неглатке мехнике, о чему говоре референце
дате у раду Демjанова [2002, 28], или монографиjама Фаjфера и Глокера [1996, 73],
Фремона [2002, 38] и Глокера [2001, 41]. Неглатка динамика jе тема коjом се баве Пидбуф
и Керафел [2000, 75], Матросов [2001, 67], Штудер и Глокер [2007, 89], Бастеjн и Ламарк
[2007, 12], Маркеев [2008, 66], Бастеjн и Шацман [2008, 13], Акари и Брољато [2008, 1].
Важно jе напоменути да се тек употребом неглатких вишевредносних функциjа дошло
до модела коjи коректно описуjе заустављање механичких система у коначном времену,
чиме се избегаваjу проблеми сингуларног времена, видети Леин и Ниjмеиjер [2004, 62],
Брољата и коаутора [2002, 17], или Флореса и др. [2010, 36]. На овом месту треба истаћи
да jе према раду Попа [2000, 77] моделирање реалних практичних неглатких феномена
узрокованих кинематичким везама или физичким ефектима, као што су зазори, трење,
судар, прво jе било посматрано као грешка и дуго времена jе било занемаривано. Касниjе
су ови феномени анализирани тако да су се користиле глатке апроксимациjе коjе често
нису одговарале физици проблем,а а тек од недавно се кроз рафиниране и тачниjе моделе
неглатки ефекти коректно узимаjу у обзир. Повезивање диференциjалних jедначина са
изводима произвољног реалног реда са поjмовима неглатке анализе предмет jе више
радова Ел-Саjеда и Ибрахима [1995, 32], [2001, 33], затим Уахаба [2008, 70], Кихона и
Салема [2010, 24], Цернее [2010, 23], Данце [2010, 25] и [2011, 26]. Наjзад у раду Граховац
и коаутори [2011, 47] проучена jе вишевредносна диференциjална jедначина произвољног
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реалног реда као модел за удар у непокретну преграду чиjе решавање за исте почетне
услове, а различите вредности параметара у систему потврђуjе сва три сценариjа судара
коjа показуjу ексерименти. Наиме, при удару у зид тело може да се одбиjе, или да се
заустави у коначном времену и то или у прилазноj или у фази пошто се одбило од зида.
Сва три сценариjа обезбеђена су коректним избором како физичког тако и математичког
модела. Изабрани модел садржи круто тело са фракционим вискоеластичним слоjем
коjе може да клизи у присуству сувог трења. Термодинамичку конзистентност модела
у вискоеластичном слоjу обезбеђуjу ограничења на коефициjенте коjа следе из Клаузиус-
Диjемове неjеднакости, в. Атанацковић [2002, 5]. Решење проблема коректног прелаза са
jедног модела на други, што као строго дисипативни процес захтева суво трење, урађено jе
као што то препоручуjе Тарнер [2001, 94] увођењем слек вариjабле, као монотоноопадаjуће
са нулом ограничене независно променљиве, са коjом управљање прекидним моделима
различитих фаза кретања не захтева много рачунарског времена. Како jе за судар два и
више тела коjима се бави ова теза одабран исти модел дисипациjе енергиjе као у поменутом
раду Граховца и коаутора, то ће се у анализи коjа следи применити слична методологиjа.
Напомиње се да се сада ради о проблему са већим броjем степени слободе кретања што
значаjно усложњава како квалитативну тако и нумеричку анализу jер се значаjно повећава
броj комбинациjа различитих кретања коjа у зависности од параметара у систему могу да
настану после судара, доводећи до значаjног повећања броjа могућих сценариjа судара.
Теза jе структуирана на следећи начин. Први део jе припремни материjал, и он се
састоjи од четири секциjе. У првоj се кратко приказуjу теориjе судара Херцовог типа,
за идеалан случаj без трења. Наброjани су и анализирани различити модели контактних
сила пре свега са аспекта дисипациjе енергиjе. Друга секциjа jе посвећена анализи судара
Фремоновим приступом, и то на примеру судара две масе коjе се крећу транслаторно,
праволиниjски, по истоj линиjи. Таj приступ такође даjе предвиђања онога што показуjу
експерименти, мада остаjе питање коjим експериментима се добиjаjу нумеричке вредности
коефициjената коjи се поjављуjу у псеудопотенциjалима дисипациjе. У трећоj секциjи
кратко се приказуjе динамички модел контакта крутог тела са вискоеластичним слоjем
са подлогом, а у четвртоj различити модели за силу сувог трења. У другом делу тезе
поставља се проблем судара два тела коjа се крећу транслаторно, тако што клизе по
истоj линиjи у присуству сувог трења, и тако што се њихов међусобни контакт при
судару остваруjе посредством вискоеластичног штапа. Проблем коjи jе формулисан у
облику Кошиjевог проблема за систем спрегнутих вишевредносних диференциjалних
jедначина произвољног реалног реда jе преведен у бездимензиjску форму, а затим
применом Лапласових трансформациjа у форму Кошиjевог проблема за две спрегнуте
диференциjално-интегралне инклузиjе, коjа jе погодна зa квалитативну анализу и доказ
егзистенциjе решења. Еквивалентни неглатки систем типа Филипова коjи укључуjе
фракционе изводе jе решен стандардним фракционим апроксимациjама коришћеним
заjедно са две монотоно-опадаjуће, са нулом ограничене независно променљиве са
коjима се проширени систем стања при променама смера кретања тела само у jедноj
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итерациjи интеграли да би се добили тренуци када се остваруjу jеднакости у постављеним
унилатерлним ограничењима. Затим jе, пратећи могуће сценариjе, за различите вредности
улазних параметара коjи се поjављуjу у моделу вискоеластичног штапа и различите
вредности коефициjента трења одређено стање система непосредно након судара. У
трећем делу анализира се исти модел кретања и исти модел дисипациjе али за случаj
вишеструког судара три тела. Са новим броjем степени слободе, додавањем jош jедног
тела, за различите вредности улазних параметра, сада jе могућ много већи броj сценариjа
после инициjациjе судара, при чему решавање комбинаторног проблема за сваки сценарио
захтева формиран динамички модел као и идентификациjу услова при коjима се дати
модел примењуjе. Неки од резултата коjе даjе у овоj тези предложени приступ анализе
судара три тела, упоређени су са резултатима коjи се добиjаjу Фремоновим приступом.
Наjзад, у четвртом делу сумирани су добиjени резултати и наведени правци коjима се
може наставити овде започето истраживање.
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1. Припремни материjал
1.1. Приказ теориjе судара Херцовог типа
Приликом судара реалних тела локално, у зони контакта, долази до њиховог
деформисања. Као веома jедноставан пример може да послужи паркирање аутомобила
неприлагођеном брзином, при коjем може да се оштети само мали део у зони тачке
контакта са околином, док jе преостали део практично неоштећен. Када jе теориjа судара
у питању, дуго времена деформациjе коjе настаjу у судару нису узимане у обзир. Наиме,
тела у контакту су моделирана као крута што представља идеализациjу коjа води до
упоређивања стања система пре судара са стањем после судара уз увођење различитих
коефициjента судара, чиjе су се вредности претпостављале унапред, а са коjима би
добиjени систем jедначина био решив. Судар jе моделиран алгебарским jедначинама
што jе са аспекта jедноставности било привлачно за инжењере. Међутим са аспекта
примене такви модели нису били употребљиви jер jе за предвиђање исхода било потребно
знати вредност уведених коефициjента унапред. Екпериментална опажања говоре да ти
коефициjенти могу зависити од више различитих параметара нпр. масе, облика, величине,
брзине контактне тачке непосредно пре судара, в. монографиjу Киљчевског [1976, 59], или
већ поменути рад Гоjал и др. [1994, 44]. Посебно, у судару три тела претпоставка да су
сва три тела крута доводи до некоректно постављеног математичког задатка и искључуjе
могућност jединственог решења проблема, в. Иванов [1995, 51] и Спасић и Атанацковић
[2001, 85]. Метод деформациjе (утискивања) као модел судара се везуjе за име Даламбера и
средину 18. века. У примени на судар два тела таj метод jе више реалистичан него модел са
крутим телима, али и математички сложениjи. Краjем 19. века немачки физичар Хаjнрих
Херц jе развио теориjу контакта два тела према коjоj су деформациjе тела изван веома
мале зоне контакта занемарљиве, док локално у зони контакта постоjе деформациjе. При
томе се контакт два тела моделира нелинеарном опругом. Херц jе као пример представио
проблем судара два тела са сферним додирним површинама, в. радове Вилађа [1996,
92], Бондареве [1969, 18] и [1970, 19] или пак монографиjу Стронга [2000, 88]. Различите
генерализациjе Херцове теориjе, познате као теориjе Херцовог типа, у суштини говоре да
се тело сматра крутим осим локално, у околини тачке контакта, где се може претпоставити
да постоjи вискоеластични слоj нанет на крути корпус. Пропорциjа ова два обjекта грубо
се може исказати речима да jе круто тело вагон а вискоеластични слоj одбоjник вагона.
Додавање вискоеластичног елемента/слоjа крутом телу и то у тачки контакта са другим
телом, служи да се на основу своjстава тог додатог слоjа могу уводити претпоставке о
зависности контактне силе од атрибута кретања, чиме би проблем судара постао решив
само на основу Њутн-Оjлерових аксиома и принципа одређености Њутн-Лапласа, а све
то без увођења додатних коефициjента. У зависности од механичких своjстава тог слоjа
односно елемената додатих крутом телу може се говорити о различитим моделима теориjа
судара Херцовог типа. Неколико таквих модела ће бити разматрано на jедноставном
примеру удара крутог тела у непокретни зид, видети сл. 1.1.
2 Докторска дисертациjа
Слика 1.1. Различити модели контактних сила
Нека се круто тело, масе M , креће транслаторно, по глаткоj подлози, и нека у тренутку
t = 0 при брзини v0 > 0 удари у непокретну масивну преграду. При томе нека се контакт
оствари посредством штапа коjи се униаксиjално деформише. Нека координата x мери
деформациjу у контактноj зони и нека jе p = p(t) контактна сила коjа се jавља у судару. У
почетном тренутку анализе судара t = 0 важи x(0) = 0 и x(1)(0) = v0. Потребно jе одредити
брзину тела након судара, време траjање судара као и деформациjе коjе су настале током
судара. Модел коjи описуjе судар своди се на Кошиjев проблем
Mx(2) = −p, x(0) = 0, x(1)(0) = v0. (1.1)
где се диференциjална jедначина кретања добиjа применом основне аксиоме динамике а
почетни услови применом принципа одређености Њутн-Лапласа. У овом моделу постоjе
две непознате величине x и p. Да би се решио постављени проблем судара броj jедначина и
броj непознатих мораjу бити исти. Другим речима треба претпоставити неку везу између
силе и деформациjе коjу та сила изазива, p и x. Када би се таква веза знала, решавањем
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потављеног Кошиjевог проблема, би се нашло и кретање коjе настаjе после тренутка судара
и контактна сила као функциjа времена. Време траjања судара T се даље налази из
услова p(T ) = 0. Налажење максималне вредности силе p и деформациjе x више ниjе
проблем. Важно jе напоменути се као механички систем овде посматраjу заjедно и тело
и преграда у коjу тело удара тако да jе контактна сила p унутрашња сила у систему коjу
треба одредити експериментално и сагласно другом закону термодинамике. Ево неколико
различитих случаjева за додати слоj:
Случаj 1 : Хуков модел идеално еластичног тела p = cx
Контакт између тела и преграде се остваруjе посредством линеарне опруге крутости c. У
питању jе идеалан случаj коjи не укључуjе дисипациjу енергиjе. Као резултат интеграциjе
диференциjалних jедначина кретања уз задате почетне услове добиjа се да се тело после
судара одбиjа истом брзином v0. Како jе енергиjа после судара иста као и енергиjа пре
судара EK(0) = EK(T ) каже се да jе судар идеално еластичан. Примери судара две и три
кугле код коjих jе контакт моделиран на оваj начин могу се наћи на у књизи Брољата
[1999, 16]. Важно jе напоменути да овакав модел не одговара реалности, пре свега jер
експерименти већ више од 300 година пажљиво урађени за широк диjапазон чврстих тела
показуjу да напон ниjе линеарна функциjа дилатациjе, в. Бел [1973, 14].
Случаj 2 : Идеално пластично тело p = bx(1)
Нека се контакт тела и непокретног зида остваруjе помоћу линеарне пригушнице
коjа може да послужи као модел идеално пластичног тела. У овом случаjу сила у
пригушници jе пропорционална брзини клипа у односу на цилиндар. Обично се каже
да jе сила вискозног трења пропорционална брзини деформациjе и уведе се коефициjент
пропорционалности/пригушења b. Интеграциjом Кошиjевог проблема добиjа се да након
судара брзина тела остаjе истог смера и да jе у лимесу када T → ∞, jеднака нули, што значи
да тело и масивна преграда остаjу у контакту, па се каже да jе судар идеално пластичан.
Сада jе целокупна кинетичка енергиjа потрошена у судару, тj. модел укључуjе дисипациjу
енергиjе, међутим проблем jе предвиђено бесконачно дуго време траjања судара што
уопште не одговара опажањима, jер сваки судар траjе врло кратко.
Jасно jе да су претходна два случаjа две краjности (идеализациjе) и даjу интервал могућих
брзина после судара. Ако jе таj интервал jако широк и не задовољава анализу реалног
инжењерског проблема потребно jе описати контактну силу са више физичких параметара.
Ту се одмах поставља питање минимума броjа физичких параметара у моделу коjи би
предвиђао оно што показуjу експерименти, в. Брољато [1999, 16].
Случаj 3 : Келвин-Воjтов модел вискоеластичног тела p = cx+ bx(1)
Када се паралелно вежу линеарна опруга крутости c и линеарна пригушница са
коефициjентом пригушења b добиjа се Келвин Воjтов модел вискоеластичног тела.
Кошиjев проблем се може решити аналитички. Време траjања судара jе коначан броj
и одређуjе се из jедначине cx(T ) + bx(1)(T ) = 0. У прилог реалистичности овог модела
иде и чињеница да jе |v(T )| < v0 тако да постоjи дисипациjа енергиjе у судару тj.
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EK(T ) < EK(0). Примена Келвин-Воjтовог модела у анализи судара приказана jе у раду
Бучера и Сиглмана [2000, 20]. Посебно треба истаћи његову применљивост у анализи
и реконструкциjи саобраћаjних незгода. На пример у књизи Хуанга [2002, 50] наводе
се нумеричке вредности коефициjента c и b експериментално утврђене за различите
типове аутомобила. На оваj модел судара аутомобила Хуанг реферише као на метод
еквивалентног вискоеластичног пригушења. Његова примена у анализи саобраћаjних
незгода jе релативно jедноставна чак и при косим делимично фронталним сударима.
Ни jедан од три наведена случаjа не задовољава ограничења коjа намеће други закон
термодинамике. Зато треба користити другачиjе моделе.
Случаj 4 : Зенеров модел p+ a1p(1) = c(x+ b1x(1))
Када се на претходни модел редно веже jош jедна опруга крутости c2 добиjа се
модел стандардог линеарно вискоеластичног тела коjи се jош назива и Зенеров модел.
Коефициjенти модела задовољаваjу ограничења коjа намеће други закон термодинамике,
c > 0, a1 > 0 и b1 > a1. Веза између коефициjената a1, c и b1 и параметара c1, c2 и
b са слике се може наћи у већ цитираном раду Бучера и Сиглмана. Константе a1 и
b1 се називаjу времена релаксациjе а термодинамичка ограничења говоре да jе време
релаксациjе деформациjе дуже од времена релаксациjе силе. Зенеров модел укључуjе
дисипациjу енергиjе од самог почетка. Већоj разлици b1 − a1 одговара већа дисипациjа
енергиjе. Математички апарат решавања Кошиjевог проблема у овом случаjу jе сложениjи
jер сила p ниjе експлицитно изражена алгебарском функциjом x. У овом случаjу се
уводи допунски почетни услов да jе у почетном тренутку штап неоптерећен p(0) = 0,
тако да се Кошиjев проблем може записати форми три диференциjалне jедначине првог
реда коjе се могу решавати уобичаjеним процедурама. С друге стране у овом случаjу
се применом Лапласових трансформациjа сила p може изразити помоћу функциjе x и
интеграла конволуциjе експоненциjалне функциjе и функциjе x као што jе то показано
у раду Атанацковића и Спасића [2004, 6]. На оваj начин као модел судара поjављуjе се
Кошиjев проблем у облику интегро-диференциjалне jедначине. Да би се оваj модел могао
применити у реалним ситуациjама потребно jе знати податке о вредностима константи
a1, c и b1 за конкретне материjале. И те вредности све више постаjу доступне jер се до
њих може доћи релативно jедноставним експериментима, о чему ће бити речи у анализи
следећег случаjа.
Случаj 5 : Модификовани Зенеров модел p+ aαp(α) = c(x+ bαx(α))
Нове конструкциjе захтеваjу нове материjале коjи захтеваjу нове реолошке моделе.
Показало се да замена првог извода у конститутивноj jедначини коjа повезуjе силу p и
померање x Зенеровог модела изводом по времену произвољног реалног реда, нпр. α, где
jе 0 < α < 1 што и оправдава алтернативни термин фракциони, доводи до коректног
описа реолошких своjстава великог броjа реалних материjала, пре свега еластомера и
полимера. Бегли и Торвик су осамдесетих година прошлога века то потврдили на преко
160 испитиваних материjала, в. Климек [2009, 60]. Као и код Зенеровог модела параметри
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модела задовољаваjу слична ограничења типа неjеднакости коjа следе из другог закона
термодинамике. Дисипациjа енергиjе jе укључена ab initio, она расте и са порастом α и са
порастом разлике релаксационих константи bα−aα, димензиjе секунд на степен α, в. Спасић
и Хараламбакис [2002, 86]. Математички апарат jе у овом случаjу jош компликованиjи jер
укључуjе изводе и интеграле произвољног реалног реда, видети монографиjе Самка и
коаутора [1993, 80], Олдхама и Спаниjера [1974, 68] или пак Килбаса и др. [2006, 58].
Примена овог модела у анализи судара детаљно jе приказана jе у раду Атанацковића
и Спасића [2004, 6]. За његову употребу у реалним ситуациjама потребно jе одредити
параметре модела за различите материjале. За одређивање параметара модела могу се
користити експерименти типа релаксациjе напона или пузања, што jе детаљниjе описано у
радовима Петровић и др. [2005, 72], Данкуц и др. [2010, 27] или Граховац и Жигић [2010,
46]. Више о примени фракционог рачуна у решавању савремених проблемима кретања
чврстих тела може се наћи у прегледном раду Росикина и Шитикове [2010, 78].
На овом месту треба нагласити три ствари. Прво као резултат решавања Кошиjевог
проблема овде се брзина тела на краjу судара налази интеграциjом. Дељењем те вредности
са почетном брзином овде се Њутнов коефициjент судара израчунава. Он се не узима
унапред што би био случаj да jе тело чиjи се судар у преграду анализира било апсолутно
круто. Друго, сваки од предложених модела се може користити за анализу судара два или
више тела. И наjзад треће, нити jедан од 5 предложених модела вискоеластичног тела не
може предвидети сценарио у коме долази до заустављања тела након судара у коначном
времену, а што експерименти и опажања предвиђаjу. Останак тела у контакту после судара
предвиђа Херцов модел контакта еластичних тела у присуству адхезивних сила, в. Џонсон
[1985, 52]. Примена тог модела на судар две еластичне кугле поред сценариjа раздваjања
предвиђа и сценарио у коме две кугле после судара остаjу споjене, в. Атанацковић и Спасић
[1999, 4]. Модел са адхезивном силом jе примењен и на проблем колинеарног судара три
еластичне кугле, в. Спасић и Атанацковић [2001, 85], у коме се даjе 5 различитих сценариjа
коjа могу да настану после судара: сва три тела могу да остану заjедно после судара, прво
и друго остаjу заjедно а треће се одваjа, прво се одбиjа друго и треће остаjу заjедно, и
сва три тела могу да се раздвоjе после судара (у различитом редоследу). Упркос добром
предвиђању сценариjа судара помођу Херцовог модела са адхезивном силом његов основни
недостатак jе што у анализи судара ниjе узета у обзир дисипациjа енергиjе.
Jедан од начина да се за систем приказан на сл. 1.1 предвиди сценарио у коме се тело не
одваjа од зида после судара, jесте увођење претпоставке да тело клизи по храпавоj подлози.
То jе урађено у раду Граховац и коаутори [2011, 47] о коме jе већ било речи. Основна
хипотеза ове дисертациjе jе да се модел дисипациjе и нумерички приступ из поменутог
рада може применити и на случаj судара два и више тела. Пре него што се приступи
разради те хипотезе даће се jедан другачиjи приступ анализи судара крутих тела. Ради се
Фремоновом моделу развиjеном у оквирима неглатке механике, в. књигу Фремона [2003,
39], са нешто другачиjим математичким алатом. Кратак приказ Фремоновог приступа
послужиће као основа за компарациjу тог са приступом коjи се развиjа у овоj тези.
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1.2. Фремонов модел за судар два крута тела
Потпуно другачиjи приступ анализи судара крутих тела, коjи даjе и сценарио раздваjања и
сценарио у коме тела после судара остаjу заjедно, развиjен jе краjем прошлог и почетком
овог века. Тела у судару се посматраjу као крута, међутим систем коjи та тела чине
jе деформабилан jер са променом растоjања између тачака различитих крутих тела у
систему, и сам систем мења облик, дакле систем jе деформабилан иако тела коjа га чине
нису. Контактни импулси при судару између тела у систему су унутрашња деjства тj. врло
велике унутрашње силе концентрисане у врло кратком периоду времена. За та унутрашња
деjства потребна jе конститутивна релациjа коjу треба одредити из експеримената и коjа
треба да задовољи први и други закон термодинамике. И у овом приступу важи да jе
траjање судара врло кратко у поређењу са траjањем целокупног кретања, односно да
jе судар тренутна поjава, да се при судару не мењаjу генералисане координате и да су
генералисане брзине прекидне функциjе ограничене вариjациjе.
Нека систем чине две круте кугле, маса m1 и m2 редом, коjе могу да се крећу
транслаторно у правцу x осе без трења у временском интервалу [t1, t2] како jе то приказано
на сл. 1.2а. Нека се кугле крећу jедна према другоj брзинама ~U1 и ~U2 и нека до судара дође
у тренутку t0. Кретање система до тренутка t0 се неће разматрати већ ће се анализирати
само судар кугли. Познате величине су брзине кугли непосредно пре судара U−1 и U
−
2 а
потребно jе одредити стање система непосредно након судара односно брзине U+1 и U
+
2 .
Слика 1.2. а) Систем од две круте кугле пре судара, б) Декомпозициjа система у тренутку
судара.
Нека су [Ui] (t0) = U
+
i (t0)−U−i (t0), i = 1, 2, могући скокови брзине до коjих долази при судару.
Полазећи од основне аксиоме динамике са убрзањем узетим у смислу дистрибуциjа, видети
Спасић [2011, 84], за сваку од кугли са сл. 1.2б, добиjаjу се следеће jедначине кретања кугли
у тренутку судара t0
m1 [U1] = −P
m2 [U2] = P,
(1.2)
видети књиге Брољата [1999, 16], или Кеча и Теодорескуа [1978, 54] или пак рад Фремона
[2006, 40], у коjима се исте jедначине изводе из принципа виртуалног рада.
Из jедначина кретања (1.2) следи да за време судара важи закон одржања количине
кретања система, m1 [U1] +m2 [U2] = 0, што jе последица непостоjања спољашњих ударних
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импулса. С друге стране jасно jе да две jедначине (1.2) садрже 3 непознате величине
и да jе у принципу потребна jош jедна jедначина са коjом би проблем постао решив.
До те jедначине ће се доћи применом аргумената неглатке механике и то увођењем
псеудопотенциjала дисипациjе са коjим се конститутивна jедначина пише на уобичаjени
начин у форми инклузиjе, и комбинаторном анализом свих могућих сценариjа. Уз све
то наравно користи се горе поменути Фремонов приступ. Дакле, иако су кугле круте,
растоjање између њих, или релативно растоjање jедне у односу на другу, се мења, па jе
систем коjи оне чине деформабилан. Нека jе брзина деформациjе система D релативна
брзина кугле 1 у односу на куглу 2, тj.
D = D(U) = U1 − U2. (1.3)
Да би се одредило стање система непосредно после судара треба познавати закон
промене унутрашњег ударног импулса P у судару. Концепт увођења конститутивне
релациjе за унутрашњи ударни импулс jе приказан у раду Фремона [2001, 37].





k(D+ +D−)2 + I−((D
+ +D−)−D−), (1.4)
коjи се састоjи од глатког дела 12k(D
+ + D−)2 и неглатког дела I−((D+ + D−) − D−), где
jе I− индикаторска функциjа скупа R− дефинисана са I−(X) = 0 за X ≤ 0 и I−(X) = ∞
за X > 0. Треба нагласити да псеудопотенциjал дисипациjе Ψ задовољава други закон
термодинамике као и услов да при контакту нема продирања jедне кугле у другу. Функциjа
Ψ jе конвексна, позитивна Ψ(D+ + D−) ≥ 0 и задовољава услов Ψ(0) = 0. Коефициjент
k jе позитивни физички параметар коjи зависи од физичких своjстава тела коjа се
судараjу и одређуjе се експериментално. Унутрашњи ударни импулс P припада скупу
коjи представља суб-диференциjал псеудопотенциjала дисипациjе
P ∈ ∂Ψ(D+ +D−). (1.5)
Заменом (1.4) у jедначину (1.5) добиjа се ударни импулс P у следећоj форми
P (D+ +D−) = k((U+1 + U
−
1 )− (U+2 + U−2 )) + ∂I−(U+1 − U+2 ). (1.6)
У наставку рада ће се посматрати специjалан случаj судара две кугле у коме jе кугла 2
пре судара мировала, U−2 = 0, а кугла 1 се кретала ка њоj, U
−
1 > 0. Тада се систем jедначина
кретања у тренутку судара (1.2) може написати у следећем облику
m1(U
+
1 − U−1 ) = −k(U+1 − U+2 + U−1 )−H,
m2(U
+
2 − U−2 ) = k(U+1 − U+2 + U−1 ) +H,
(1.7)
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где jе H = ∂I−(U
+
1 − U+2 ) ≥ 0, jер jе субдиференциjал уведене индикаторске функциjе I−
дат са ∂I−(X) = 0 за X < 0, ∂I−(X) = [0,∞) за X = 0 i ∂I−(X) = ∅ за X > 0. Решење система
(1.7) се добиjа за два различита случаjа.
Случаj 1 : Раздваjање после судара
Кугле се после судара раздваjаjу ако jе U+1 − U+2 < 0, због чега следи да jе H = 0, па се
решавањем система (1.7) добиjаjу брзине кугли непосредно после судара у зависности од










Изрази (1.8) представљаjу решење проблема судара ако и само ако jе испуњен услов U+2 >
U+1 , односно да важи m1m2 > k(m1 +m2).
Случаj 2 : Кугле остаjу заjедно после судара
Контакт кугли после судара значи да jе U+1 = U
+
2 = Y и да jе H позитивно. Из jедначина







Ово jе решење ако и само ако jе H > 0, што значи да jе m1m2 > k(m1 +m2).
За проблем судара две кугле описан jедначинама кретања (1.2) и конститутивним
законом (1.5) постоjи само jедно решење. Кугле су после судара или раздваjаjу или
остаjу у контакту и настављаjу да се крећу као jедно тело што jе сагласно закону
одржања количине кретања. Оваj приступ судару крутих тела укључуjе дисипациjу
енергиjе током судара, с тим да се псеудопотенциjал дисипациjе могао бирати и
другачиjе и са више константи (коjе такође треба одредити из експеримената) о чему
се говори у монографиjама Фремон [2002, 38] или Фремон [2003, 39]. Баш то jе и главни
проблем у примени овог занимљивог принципа - одређивање параметра k. Отворена су
питања, из каквих експеримената се могу утврдити вредности константи коjе улазе у
псеудопотенциjал дисипациjе, као и да ли се за различите класе проблема судара (судар
крутих тела различитих облика, чеони или кос судар, равански или просторни проблем
судара) мораjу вршити експерименти различитог типа. Упркос тим отвореним питањима
Фремонов приступ jе веома важан jер проблеме судара поставља у шири контекст. Више
детаља о топлотним ефектима судара две кугле али и о судару чврстог тела и флуида
може се наћи у раду Фремона [2006, 40].
Jедноставност одређивања параметара у конститутивноj jедначини за реалне
материjале у случаjу теориjе судара Херцовог типа у коjоj се крутом телу у зони контакта
додаjе вискоеластични слоj jе определила приступ коjим ће се судар два и више тела
анализирати у овоj тези. За илустрациjу jе одабран релативно jедноставан модел кретања
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са униаксиjалном деформациjом, мада се може размишљати и сложениjим моделима
кретања у равни о чему говори следећа секциjа.
1.3. Динамички модел контакта крутог тела са вискоеластичним
слоjем
Познато jе да се у класичноj теориjи судара коjа подразумева да су тела крута, не
може одредити стање система након судара само на основу стања система пре судара
већ да jе потребно увести тзв. коефициjент успостављања (Њутнов или Поасонов) коjи
даjе везу између стања система (брзине или импулси) пре и после судара, видети књигу
Фаjфера и Глокера [1996, 73]. Такође jе познато да у раванским проблемима судара са
трењем може доћи до енергетске противречности да за одређене вредности параметара у
моделу кинетичка енергиjа после судара буде већа од кинетичке енергиjе пре судара. Зато
се препоручуjу модели коjи ће од самог почетка бити сагласни са Клаузиус-Диjемовом
неjеднакости. У овоj секциjи ће бити кратко приказан контактни модел у коме се тело
представља са крутом целином око коjе се налази танак деформабилан слоj чиjа jе маса
занемарљива, као што jе приказано на сл. 1.3. Модел крутог тела са вискоеластичним
слоjем детаљно jе анализиран у раду Сонга и др. [2001, 83], али за само за случаj
тела Келвин-Воjтовог типа. Таj рад jе и послужио као мотивациjа за проблем коjи
се овде решава, с тим да jе уместо вискоеластичног слоjа Келвин-Воjтовог типа овде
употребљен термодинамички конзистентан модел вискоеластичног тела - модифицирани
Зенеров модел.
Слика 1.3. Контактни модел за круто тело са вискоеластичним слоjем.
Претпоставља се да jе кретање крутог тела описано са величинама стања (r, r(1)) где
r ∈ RN представља вектор генералисаних координата а N jе броj степени слободе система.
Поред кретања крутог тела у зони контакта су могуће мале (локалне) деформациjе
вискоеластичног слоjа коjи jе додат на крути корпус тела коjе се разматра. Маса тог
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додатог слоjа се занемаруjе. На сл. 1.3 jе приказана контактна зона крутог корпуса коме
jе додат вискоеластични слоj. Нека jе (ϕt, ϕn) померање контактне тачке у односу на
тачку примарног контакта одређено кретањем крутог тела као да нема вискоеластичног
слоjа. Стварно померање контактне тачке дато jе са (ϕt + δt, ϕn + δn), где су (δt, δn) мере
деформациjе вискоеластичног слоjа у тангентном и нормалном правцу, в. сл. 1.3. Сада
се контактне силе могу повезати са деформациjама деформабилног слоjа у тангентном и




t ) и материjалним
своjствима деформабилног слоjа. На пример, у тачки контакта силе реакциjе везе између
два тела у нормалном и тангентном правцу могу се моделирати на следећи начин
fn = Cn(δn) +Bn(δn, δ
(1)
n ), (1.10)
ft = Ct(δt) +Bt(δt, δ
(1)
t ), (1.11)
где Cn и Ct представљаjу функциjе крутости а Bn и Bt функциjе пригушења у нормалном
и тангентном правцу, респективно. Ове функциjе зависе од геометриjе и своjстава
материjала тела у контакту и могу бити и нелинеарне. Оваj приступ решавању контактних
проблема, у коjе спада и проблем судара, повећева димензиjу проблема за броj уведених
мера деформациjе додатог слоjа неопходних за претпоставку о структури контактних сила
у сваком контакту, а због могућности истовремених контаката и потребе моделирања
сваког контакта проблем избора модела контактних сила добиjа на тежини. Са друге
стране добре стране овог приступа су што више нема тешкоћа по питању егзистенциjе и
jединствености решења, в. књигу Фаjфера и Глокера [1996, 73], што jе много реалистичниjи
и може боље описати реалне физичке поjаве. За употребу неког модела не треба бити
пресудна само његова jедноставност него и чињеница какве он резултате даjе и колико ти
резултати одговараjу опажањима, а наравно и у коjоj мери су ти резултати применљиви.
Наjjедноставниjи вискоеластични модел jе Келвин-Воjтов модел, в. сл. 1.3
Ct,n = ct,nδ, Bt, n = bt,nδ
(1), (1.12)
где су ct,n крутости а bt,n коефициjенти пригушења у нормалном или тангентном правцу и о
њиховом одређивању се говори у књизи Џонсона [1985, 52]. За пример jедног нелинеарног








где χ и ς зависе од материjала контактних тела и од локалне геометриjе. Напомиње се
да се у оквиру изложене теориjе, као модел вискоеластичног слоjа, могу искористити и
нпр. раниjе помињани Зенеров или модификовани Зенеров модел вискоеластичног тела.
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У овоj тези jе као модел вискоеластичног тела, уркос томе што ниjе уопште jедноставан
за употребу, изабран модификовани Зенеров модел jер добро описуjе реалне материjале,
видети рад Катание и Сорентина [2007, 22]. Као што кажу Бегли и Торвик, коjи су
иницирали диференциjалне jедначине произвољног реалног реда као доминантни модел за
опис природе, предност конститутивних jедначина са фракционим изводима jе у њиховом
добром опису реалног понашања реалних материjала, и истовременом останку у домену
физички линеарне теориjе.
Веза на месту контакта крутих тела са вискоеластичним слоjем може бити и храпава,
видети рад Сонга и др. [2001, 83], па jе за коректан физички модел потребно адекватно
моделирати и силу трења о чему ће сада бити више речи.
1.4. Модели сувог трења
Суво трење има веома важну улогу у анализи кретања механичких система. Због
присуства сувог трења механички системи могу доћи у стање мировања у коначном
времену. Суво трење jе негде веома пожељно, нпр. кочиони системи, гудачки инструменти,
док jе негде веома непожељно, призматични и обртни споjеви елемената различитих
механизама и лежаjеви. Такође суво трење jе узрок вибрациjа типа приљубљивање-
клизање (на енглеском stick-slip) у кочницама, и при контакту точкова вагона и шина.
Извор jе и нежељене буке. Трење jе и делимично абразиван процес jер долази до
хабања контактних површина. У трибологиjи суво трење се дефинише као сила коjа се
опире релативном кретању између површина тела у контакту. Иако површине тела у
макроскопском опажању изгледаjу глатке и равне оне су микроскопски неравне. Наиме,
гледано под микроскопом површине су храпаве са неравнинама чиjе су димензиjе неколико
десетина микрометара. Стварни контакт између површина се остваруjе само тамо где се
додируjу избочине обе контактне површине. Стварна контактна површина jе много мања
од видљиве површине контакта.
На силу трења значаjно утиче подмазивање контактних површина тако што jе смањуjе.
Сила трења q jе приближно пропорционална стварноj контактноj површини односно
пропорционална jе нормалноj сили притиска N , |q| = µN , у случаjу да jе релативна
брзина контактних површина vrel 6= 0. Jасно jе да са већом притисном силом долази до
интензивниjег спрезања избочина контанктних површина што повећава отпор релативном
клизању jедне површине у односу на другу. Коефициjент пропорционалности µ назива
се коефициjент трења клизања и креће се у границама од нуле до бесконачно. Ова веза
између нормалне и тангенте проjекциjе контактне силе jе експериментално проверавана
од стране Амонтона док jе Кулон разматрао утицаj релативне брзине клизања и смер
силе трења. Он jе тврдио да коефициjент трења не зависи од релативне брзине клизања
и да сила трења има смер супротан релативноj брзини клизања што jе релациjа данас
позната као Кулонов закон. Он прави jасну разлику између приљубљивања и клизања
тела у контакту. Тела се приљубљуjу jедно уз друго када jе релативна брзина jеднака
нули, што представља тзв. стик фазу. Ако се тела крећу jедно у односу на друго па jе
12 Докторска дисертациjа
релативна брзина различита од нуле, онда jе реч о фази клизања тзв. слип фази.
Први покушаj да се конструише генерална теориjа кретања механичких система са
Кулоновим трењем везан jе за познатог француског математичара и политичара Пенлевеа
и потиче са краjа 19. века. Анализираjући различите реалне проблеме са сувим трењем
он jе открио да постоjе ситуациjе када динамичке jедначине кретања немаjу решење или
када оно ниjе jединствено. Оваj феномен jе назван парадокс Пенлевеа и до данашњих дана
jе веома интересантан научницима коjи се баве механиком, видети књигу Ана [2003, 3]. У
први мах помислило се да Кулонов закон трења ниjе сагласан са основним принципима
класичне механике, али jе касниjе постало jасно да проблем прави претпоставка да jе тело
круто.
Моделирање сувог трења уопште ниjе тривиjалан посао jер jе сила трења дуалне
природе. Наиме, када тела у контакту мируjу сила трења обезбеђуjе равнотежу као део
главног вектора и главног момента за изабрану тачку свих спољашњих сила коjе делуjу на
тело и има статус реакциjе везе. Међутим када започне клизање, и даље током клизања,
сила трења има статус активне/задате силе коjа се супротставља кретању. У литератури
се среће неколико различитих модела Кулонове силе трења, в. сл. 1.4.
Слика 1.4. Модели сувог трења.
На сл. 1.4a приказан jе Кулонов модел коjи се веома често користи због своjе
jедноставности. Диференциjалне jедначине кретања система са овим моделом имаjу








−µN, vrel > 0,
0, vrel = 0,
µN, vrel < 0.
(1.14)
У овом моделу сила трења ће бити jеднака нули ако нема релативног кретања између
тела у контакту, што не мора бити тачно, jер већ и пример заустављања обичног линерног
осцилатора на храпавоj подлози, у положаjу у коме опруга остаjе напрегнута, говори
да сила трења може бити већа од нуле и када jе релативна брзина клизања jеднака
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нули. Модел (а) jе jедноставан, међутим он не описуjе добро стање система у фази
приљубљивања тj. фази заустављања кретања.
Модел трења приказан на сл. 1.4б описуjе силу трења као глатку непрекидну функциjу





где jе ε константа коjа одређуjе нагиб криве у околини тачке vrel = 0, за коjу се
претпоставља ε ≫ 0. Могу се користити и друге функциjе коjе на неки начин регуларизуjу
модел са сл. 1.4а. Са овим моделом кретање се описуjе диференциjалним jедначинама са
глатким (непрекидним) десним странама али због великог нагиба у околини тачке vrel = 0
њихово решавање са аспекта нумеричке анализе уопште ниjе jедноставно jер jе често
везано за проблеме нумеричке нестабилности. Као ни претходни ни оваj модел коректно
не описуjе фазу приљубљивања.
Модел силе трења коjи укључуjе неглатке вишевредносне функциjе, приказан на сл.
1.4ц, коректно описуjе кретање система у фази заустављања. Сила трења се моделира на
исти начин као у случаjу (а) за вредности релативне брзине клизања различите од нуле,








−µN, vrel > 0,
[−µN,µN ], vrel = 0,
µN, vrel < 0.
(1.16)
Треба приметити да jе овако дефинисано q скоро свуда функциjа осим када jе vrel = 0
где сила трења може имати било коjу вредност из интервала [−µN,µN ] а коjа ће то бити
вредност зависи од осталих сила коjе делуjу на тело. Зато се каже да jе сила трења у
овом случаjу моделирана неглатком вишевредносном функциjом или мултифункциjом
(у обзир долазе и називи мултифункциjа од енглеског multifunction, или скраћено mul-
tis, или пак функциjа коjа узима вредност на скупу од енглеског set-valued function).
Употребом овог модела за силу трења диференциjалне jедначине кретања механичких
система прелазе у форму диференциjалних инклузиjа, видети књигу Леина и Ниjмеjера
[2004, 62]. Концепт решавања диференциjалних jедначина са прекидним десним странама
jе развио Филипов шездесетих година прошлога века. Таj концепт се примењуjе и
данас. Са аспекта нумеричке анализе оваj модел захтева употребу сложених техника
интеграциjе диференциjалних jедначина са прекидним десним странама коjе су развиjене
у неглаткоj механици, за потребе анализе кретања динамичких система са унилатералним
ограничењима, в. монографиjу Акари и Брољато [2008, 1].
Класичан Кулонов модел трења може да се прошири увођењем поjмова статичког µs и
динамичког коефициjента трења µd, при чему jе µs > µd, тако да се говори о статичкоj сили
трења и динамичкоj сили трења. У мировању интензитет силе трења jе мањи или jеднак
14 Докторска дисертациjа
qs = µsN а при кретању jе jеднак qd = µdN . Смањење силе трења због повећења брзине
клизања се назива Стрибеков ефекат, коjи може да буде узрок нестабилности кретања
механичких система. На сл. 1.5 су приказана три модела трења коjа узимаjу у обзир
Стрибеков ефекат.
Слика 1.5. Модели сувог трења коjи укључуjу и Стрибеков ефекат.












где су ε и γ константе коjе задовољаваjу следеће услове ε ≫ 0 и γ > 0. Коментари коjи
се односе на модел трења са сл. 1.4б важе и у овом случаjу. Модел трења коjи укључуjе
и Стрибеков ефекат и неглатке вишевредносне функциjе jе приказан на сл. 1.5б, а сила







− qs−qd1+γ|vrel| − qd, vrel > 0
[−qs, qs], vrel = 0
qs−qd
1+γ|vrel|
+ qd, vrel < 0.
(1.18)
Стик фаза jе у моделу са сл. 1.5б коректно описана али у моделу фигуришу три параметра
(µs, µd, и γ ) што оваj модел чини сложениjим у односу на модел са слике 1.4ц где као
параметар фигурише само jедан коефициjент трења µ .
Модел трења приказан на сл. 1.5ц jе познат под називом модел статичког трења (од
енглеског stiction friction model при чему jе реч stiction кованица од (static friction), а сила







−qd, vrel > 0,
[−qs, qs], vrel = 0,
qd, vrel < 0.
(1.19)
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Модел са сл. 1.5ц адекватно описуjе фазу заустављања и хистерезис коjи се везуjе за
силу трења. Наиме, прелазак из фазе мировања у фазу клизања одвиjа се достизањем
вредности qs а затим преласком на вредност qd. При зауставњању сила трења са qd
силази на вредност коjа jе мања од qd, (никако не пролази qs). Важно jе напоменути
да, анализираjући хистерезис силе трења, Фаjфер и Глокер [1996, 73] и Глокер [2001, 41]
препоручуjу да се у инжењерским проблемима не праве разлике између динамичког и
статичког коефициjента трења, што ће и овде бити усвоjено. Математичко оправдање
за то, са аспекта jединствености решења диференциjалне инклузиjе коjа одговара закону
трења датом у облику неглатке вишевредносне функциjе са сл. 1.4ц, може се наћи у књизи
Леjна и Ниjмеjера [2004, 62].
Постоjи jош неколико у литератури веома често сретаних нешто сложениjих модела
трења, као што су нпр. Далов модел, видети рад Пенестриjа и др. [2007, 71], Армстронгов
модел, Лу Гре модел. Ови модели су у раду Келиjа и Ламаса [1999, 56] упоређивани
са резултатима експеримената. Осим Кулоновог закона трења уведеног помоћу неглатке
вишевредносне функциjе, фазу приљубљивања могу добро описати Карнопов модел,
видети рад Карнопа [1985, 53], и еласто-пластични модел трења представљен у раду
Дупонта и др. [2004, 31].
Наjзад са циљем да модел трења буде што jе могуће jедноставниjи али и коректан у
смислу предвиђања онога што показуjу експерименти, пре свега сценариjа у коме се тела
после судара заустављаjу у коначном времену, у овоj тези усвоjиће се модел коjи силу
трења дефинише као неглатку вишевредносну функциjу.
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2. Проблем судара два тела
2.1. Формулациjа проблема
Разматра се систем од два крута тела/блока, маса редом m1 и m2, коjа се могу кретати
транслаторно по хоризонталноj храпавоj површини са коефициjентима трења редом
µ1 и µ2. Нека jе положаj тих тела у непокретним координатним системима одређен
координатама z1, и z2 као што jе приказано на сл. 2.1.
Слика 2.1. Систем коjи се разматра.
Положаjу приказаном на сл. 2.1 одговара тренутак t = 0, у коме тело 1 брзином v0
удара у тело 2 коjе се налази у стању мировања. За тело 1 чврсто jе везан вискоеластични
штап занемарљиве масе коjи jе у тренутку t = 0 недеформисан и неоптерећен. Непосредно
после контакта вискоеластичног штапа и тела 2 долази до поjаве унутрашње силе штапу
p. Осим тога у контакту сваког блока са храпавом хоризонталном површином постоjи силе
трења qi, i = 1, 2, видети сл. 2.2.
Слика 2.2. Декомпозициjа система.
За сваки блок основна аксиома динамике и принцип одређености Њунт-Лапласа даjу
диференциjалне jедначине кретања и одговараjуће почетне услове:
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m1z
(2)
1 = −p+ q1,
m2z
(2)
2 = p+ q2,
(2.1)
z1(0) = 0, z
(1)
1 (0) = v0, p(0) = 0,
z2(0) = 0, z
(1)
2 (0) = 0,
(2.2)
где (·)(k) = dk (·) /dtk означава k-ти извод по времену t, k ∈ N.
Систем jедначина (2.1) има 5 непознатих величина тако да jе потребно 3 конститутивне
релациjе за његово решавање. Треба приметити да непосредно после судара важи
z1 (h) = z1 (0) + z
(1)
1 (0) h+O2 = v0h
z2 (h) = z2 (0) + z
(1)
2 (0) h+O2 = 0
z1 (h) > z2 (h)
што значи да штап започиње да се деформише. Нека се униаксиjална, изотермна
деформациjа вискоеластичног штапа мери координатом x уведеном следећом релациjом
x = z1 − z2, (2.3)
и нека се таj вискоеластични штап, дужине l и површине попречног пресека A,
моделира као стандардно фракционо линеарно вискоеластично тело. У том случаjу







где jе α реалан броj (0 < α ≤ 1) , Eα jе модул еластичности, τpα и τxα су константе
релаксациjе димензиjа [време]α. У jедначинама (2.4), ознака (·)(α), стоjи за α−ти извод












u (ξ) (t− ξ)−α dξ],
где jе Γ ознака за Оjлерову Гама функциjу. Из дефинициjе фракционог извода или
прецизниjе извода произвољног реалног реда jер α може бити нпр. α =
√
2 − 1, се
види да jе то нелокални оператор и да ће у jедначини (2.4) бити укључена комплетна
историjа деформациjе. Коефициjенти у модификованом Зенеровом моделу не могу бити
произвољни већ мораjу задовољити следеће неjеднакости
Eα > 0, τpα > 0, τxα > τpα. (2.5)
коjе су последица другог закона термодинамике, тj. Клаузиjус-Диjемове неjеднакости,
видети рад Атанацковића [2002, 5]. У специjалним случаjевима када jе α = 1 конститутивнa
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jедначинa (2.4) представља модел стандардног линеарног вискоеластичног тела (Зенеров
модел) у коме су константе τpα, τxα, времена релаксациjе, а када се замени τpα = 0 добиjа
се конститутивнa jедначинa коja одговара модификованом Келвин Воjтовом моделу. Ако
коефициjенти модела испуњаваjу следећи услов τxα = τpα, добиjа се Хуков модел идеално
еластичног тела.
Од свих модела за силу трења о коjима jе било речи, одабраће се форма у облику
неглатких вишевредносних функциjа. Сагласно томе Кулонов закон у две контактне
површине ѕа силе трења qi, i = 1, 2 jе
−qi ∈ µiNiSgn(z(1)i ), i = 1, 2, (2.6)
где су µi, i = 1, 2 коефициjенти трења клизања, Ni, i = 1, 2, су нормалне реакциjе
хоризонталне површине коjе су jеднаке тежинама блокова mig, i = 1, 2 респективно, и где


















На овом месту треба напоменути три ствари. Прво, сагласно (2.7) изрази (2.6)
представљаjу конвексикациjу израза (1.14) при чему случаj u > 0 одговара клизању у jедну
страну, u < 0 клизању у другу страну, а u = 0 фази заустављања/приљубљивања коjа сада
дозвољава нетривиjалну вредност силе ттрења у случаjу исчезавања релативног кретања.
С друге стране конститутивне релациjе (2.6) су се, пратећи разматрања из секциjе 1.2,











, i = 1, 2. (2.8)
Трећа ствар тиче се избора нумеричке вредности коефициjента трења. Наиме, опсег
могућих вредности коефициjента трења у проблемима судара jе веома широк, те вредности
се или уводе хипотетички, или бираjу као за несударни процес, в. монографиjу Голдшмита
[2001, 42]. У овоj тези те вредности бираће се као за несударни процес jер jе конститутивном
jедначином (2.4) са ограничењима (2.5) такође укључена дисипациjа енергиjе, а како се
препоручуjе у раду Гоjал и др. [1994, 44].
Судар два тела траjе све до тренутка T . У том тренутку или контактна сила p постаjе
jеднака нули p(T ) = 0, што одговара раздваjању после кога блокови могу да наставе да се
крећу или да се зауставе, или брзине оба блока постаjу jеднаке нули с тим да je контактна
сила већа од нуле, тj. z(1)i (T ) = 0, i = 1, 2 и p(T ) > 0. Jасно jе да случаjу p(T ) > 0 штап
остаjе укљештен између блокова, што jе обезбеђено jеднаким силама трења на његовим
краjевима. Тада би сила у вискоеластичном штапу била утравнотежена са силама трења
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тако да неравнине на хоризонталноj подлози више не дозвољаваjу померање краjева штапа.
Тада би у штапу наступио неки процес релаксациjе напона, коjи се овде неће разматрати
jер jе у моделу вискоеластичног штапа, сагласно теориjама Херцовог типа, занемарена
маса штапа. На основу израза (2.6), (2.7) за приљубљивање важи (z(1)i = 0 =⇒ |qi| ≤










1 < 0 =⇒ q1 = µ1N1
)
.
Jасно jе да са повећењем коефициjента трења сваки блок тежи ка заустављању тj. стик
фази. Исчезавање кретања у тренутку завршетка судара jе и мотивисало усваjање силе
трења у форми неглатке вишевредносне функциjе. Треба приметити да сила трења при
заустављању било ког од блокова може имати било коjу вредност из интервала [−µi, µi],
видети књигу Глокера [2001, 41].
Пратећи разматрања из рада Граховац и коаутори [2011, 47], сада се може дискутовати
неколико различитих комбинациjа/сценариjа за кретање система после судара. Блок 2
уопште не мора да се покрене. Оба блока по радваjању могу да наставе да се крећу удесно,
или по раздваjању блок 2 да настави удесно а блок 1 промени смер и крене улево. После
судара током клизања jедан од блокова може да се заустави, а други да настави да се
креће (блок 2 удесно, а блок 1 после промене смера кретања улево). Оба блока могу да
се зауставе и то или у фази прилажења или у фази када jе већ започето раздваjање.
Логично jе и претпоставити да, после судара, тj. за t > T , оба блока могу да наставе
кретање удесно крећући се као целина, в. Атанацковић и Спасић [1999, 4] или Фремон
[2003, 39]. У том случаjу су после судара блокови у контакту (p(t) > 0) и у релативноj
равнотежи (z(1)1 (t) = z
(1)
2 (t)), при чему jе вискоеластични штап деформисан, укљештен
између два крута блока, и не мења више своjу дужину. И тада би наступила релаксациjа
напона, коjа се овде неће разматрати. Више речи о овоj последњоj могућности ће бити у
секциjи 2.3. У сваком од могућих сценариjа блок 1 увек остаjе лево од блока 2 jер кроз
њега не може да прође, што jе исто као у Фремоновом приступу. За фиксиране параметре у
систему, испитивање о ком од могућих сценариjа jе реч, може се утврдити израчунавањем



































Дакле, као модел судара два тела предлаже се Кошиjев проблем дат у облику
система неглатких вишевредносних диференциjалних jедначина проивољног реалног реда,
насталог спрезањем jедначина од (2.1) до (2.6) при чему jе дисипациjа енергиjе у судару
дата изразом (2.9). Описани модел судара припада класи теориjа судара Херцовог типа,
или општиjе теориjи кретања крутих тела са вискоеластичним слоjем у присуству сувог
трења. Напомиње се да се на оваj начин избегава увођење било каквих коефициjента
судара априори, на нивоу хипотезе, jер се он израчунава из решења постављеног Кошиjевог
проблема. Сам проблем о коме jе реч се не може решити у затвореноj форми. Пре
нумеричког решавања проблем ће се превести у бездимензиjску форму.












































помоћу коjих се из jедначина (2.1) - (2.4) добиjа бездимензиjска форма jедначина коjе
описуjу судар два са слике 2.1.
z
(2)






z1(0) = 0, z
(1)
1 (0) = ξ, z2(0) = 0, z
(1)
2 (0) = 0, p(0) = 0,
(2.12)
p+ τpαp








, i = 1, 2. (2.14)
У овим jедначинама изостављена jе цртица изнад сваке бездимензиjске величине а изводи
су дати по бездимензиjском времену. Са том напоменом ће ограничења на параметре
модела (2.5)2,3 при бездимензионисању остати непромењена.
2.2. Eгзистенциja решења
Основни циљ овог рада jе решавање система jедначина (2.12) - (2.14) заjедно са
ограничењима (2.5)2,3, што jе систем коjи спада у класу фракционих диференциjалних
jедначина са неглатким вишевредносним функциjама. Таj систем се може приказати
у компактниjоj, и са аспекта математичке анализе погодниjоj, форми за коjу
постоjи резултат о егзистенциjи решења. Процедура коjа води том циљу jе примена




−stx (t) dt и P=P (s)= L{p (t)}=
∫∞
0 e
−stp (t) dt, jедначина (2.13) се






где jе коришћена стандардна форма за Лапласову трансформациjу извода функциjе u
реда α, тj. u(α) у облику
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са L{u (t)}= U=U (s) , и где израз у загради тежи нули ако jе limt→0+ u (t) ограничен,
в. Олдхам и Спаниер [1974, 68]. На овом месту уобичаjено jе урадити инверзну
трансформациjу jедначине (2.15) са циљем да се добиjе веза између p (t) и x (t). За то
постоjе 4 типичне форме, в. Горенфло и Маинарди [1997, 43] и Маинардфи и Горенфло



















x (η) dη, (2.16)
где eα,β (t;λ) означава генерелисану Митаг-Лефлерову функциjу eα,β (t;λ) ≡ Eα,β (-λtα) /t1−β
са Eα,β (t) =
∑∞
n=0 t
n/Γ (αn+ β) , видети рад Горенфла и Маинардиjа [1997, 43]. У
претходном изразу препознаjе се зависност силе у вискоеластичном штапу од историjе
деформациjе. Заменом jедначине (2.16) са (2.3) и израза (2.14) у Кошиjев проблем (2.12)






















































, a.e. на [0, T ] ,
z1(0) = 0, z
(1)
1 (0) = ξ, z2(0) = 0, z
(1)
2 (0) = 0, (2.17)
где ознака a.e стоjи за своjство скоро свуда. Међутим може се урадити и другачиjе.











Иверзиjом израза (2.18) добиjа се следећа веза између силе у вискоеластичном штапу
















[v1(η)− v2(η)] dη. (2.19)
где у интегралу конволуциjе eα (t;λ) означава функциjу Митаг-Лефлеровог типа
дефинисану са
eα (t;λ) = MLEα(−λtα), (2.20)
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t−jΓ(1− αj), za t > tr,
(2.21)
и где се тренутак прелаза од jедног на други ред, tr, одређуjе из неког унапред
прописаног критериjума. Напомиње се да осим приказаног начина израчунавања Митаг-
Лефлерове функциjе постоjи и низ других, видети нпр. радове Дителм и др. [2005, 29] и
Сезболд и Хилфер [2008, 82] да се спомену тек неки.
Са изразом (2.19) и напоменом да су vi = z
(1)




i , i = 1, 2 основни
проблем (2.12) - (2.14) прелази у облик Кошиjевог проблема за интегро-диференциjалну
инклузиjу по брзинама блокова
v
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[v1(η)− v2(η)] dη, a.e. на [0, T ] ,
v
(1)

















[v1(η)− v2(η)] dη, a.e. на [0, T ] ,
v1(0) = ξ, v2(0) = 0. (2.22)
Доказ егзистенциjе решења за Кошиjев проблем (2.22) у простору апсолутно-
непрекидних функциjа на [0, T ], T < ∞ може се наћи у књизи Агарвала [2001, 2], в.
Теорему 2.1. са стране 270.
Сада jе припрема урађена и може се прећи на нумеричку анализу проблема, коjа ће
бити спроведена на оригиналном систему (2.12) - (2.14).
2.3. Комбинаторна анализа
У основи треба приметити да диференциjалне jедначине у коjима фигурише сила трења, у
принципу, имаjу прекидну десну страну, па оваj проблем припада класи кретања неглатких
механичких система, коjима jе своjствено присуство различитих фаза кретања, и где
у свакоj фази важи одговараjући динамички модел. Због тога се стандардни концепти
теориjе динамичких система наjчешће и не могу директно применити у овим случаjевима,
в. Кунце [2008, 61] или Тарнер [2001, 94]. И разматрања из секциjе 1.2 наводе на потребу
комбинаторне анализе коjа треба да укључи све комбинациjе могућих кретања система
после судара. Jедан од наjважниjих проблема те комбинаторне анализе jе идентификациjа
свих сценариjа, па свих могућих сценариjа, и наjзад одређивање тренутака у коjима долази
до прелаза са jедног динамичког модела на други. Са аспекта процене дисипациjе енергиjе,
због присуства сувог трења, потребна jе велика прецизност у одређивању тих тренутака,
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уз напомену да се и време за њено остваривање мора минимизирати. Наравно све постаjе
сложениjе због присуства нелокалних оператора коjима се моделира дисипациjе енергиjе
у вискоеластичном штапу.
Да би се одредило решење проблема судара два тела описаног jедначинама (2.12)
- (2.14) са ограничењима (2.5)2,3, на конститутивну jедначину (2.13) у основи ће
се применити нумерички метод из књиге Подлубниjа [1999, 76], коjи jе базиран на
еквивалентности Риман-Лjувилове и Грунвалд-Летникове дефинициjе фракционог извода,
и то за широку класу функциjа коjе се поjављуjу у реалним физичким и инжењерским
проблемима. С друге стране у моделирању сувог трења коришћена jе неглатка
вишевредносна функциjа Sgn(z(1)i ) коjа се у неглаткоj механици обично декомпонуjе
на две унилатерал-примитивне функциjе да би се у резултату после дискретизациjе
времена добио линеарни комплементарни проблем на нивоу брзине - импулси коjи би
пратила комбинаторна еволуциjа, в. Флорес и други 2010 или пак Фаjфер и Глокер
1995. То значи да ће се утврдити све могуће комбинациjе кретања, а затим из почетних
услова, а уз праћење услова под коjима важи свака од комбинациjа, одредити са коjом
комбинациjом систем започиње кретање, а затим и редослед коjа се комбинациjа наставља
на претходну. Како jе овде формулациjа проблема дата другачиjе, на нивоу убрзања - силе,
примениће се и другачиjи алгоритам. Наиме, као и у раду Граховац и коаутори [2011, 47].,
примениће се алгоритам слек вариjабле за обичне диференциjалне jедначине развиjен у
раду Тарнера [2001, 94]. Тарнеров алгоритам се примењуjе у класи проблема код коjих jе
кретање подељено у две фазе са различитим динамичким моделима коjи су везани неким
унилатералним ограничењем, тако да систем има дисконтинуитете у примени различитих
модела кретања за коjе су подаци о тренутку прелаза са jедног на други непознати
унапред. Силе трења дефинисане са (2.14) проблем судара два тела сврставаjу у ову класу.
Прелаз са кретања блока у jедну страну на кретање у другу страну или заустављање
долази у тренутку t∗, коjи jе непознат, и одговара тренутку када jе брзина блока jеднака
нули. Увођењем слек вариjабле, што стоjи за монотоно-опадаjућу са нулом ограничену
вариjаблу, као нове независно променљиве уместо времена, прелази се у проширени
простор стања где се у jедном кораку интеграциjе израчунава тачна вредност t∗ када треба
прећи са jедног динамичког модела на други. Броj таквих динамичких модела/модова
кретања и прелази са jедног мода на други чине да процедура коjа се предлаже у овоj
тези значаjно одступа од уобичаjеног поступка интеграциjе диференциjалних jедначина
кретања механичких система. Ево о чему се ради.
Блок 1 као део система приказаног на сл. 2.1 може да се креће на начине као
jе приказано у табели 1, где уз одговараjуће модове стоjе и уведени и симболи ради
jедноставниjег означавања, те контактна сила и брзина блока у тренутку завршетка
судара.
Исто тако могућа кретања/модови за блок 2 су, в. табелу 2
Напомиње се да jе изабраним моделом везе са подлогом, в. сл. 2.2, искључена
могућност да и блок 2 може да се креће улево. Такође, верикална црта у табели 2 значи да
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Табела 1. Могући исходи кретања блока 1
Блок 1 симбол сила брзина
клизи удесно  p (T ) = 0 z(1)1 (T ) > 0
клизи удесно па улево  p (T ) = 0 z(1)1 (T ) < 0
клизи удесно па стане a p (T ) = 0 ∨ p (T ) > 0 z(1)1 (T ) = 0
клизи удесно па улево па стане ` p (T ) = 0 ∨ p (T ) > 0 z(1)1 (T ) = 0
клизи удесно истом брзином као блок 2 ⇒ p (T ) > 0 z(1)1 (T ) > 0
Табела 2. Могући исходи кретања блока 2
Блок 2 симбол сила брзина
клизи удесно  p (T ) = 0 z(1)2 (T ) > 0
клизи удесно па стане a p (T ) = 0 ∨ p (T ) > 0 z(1)2 (T ) = 0
мируjе од самог почетка | p (T ) = 0 ∨ p (T ) > 0 z(1)2 (T ) = 0
клизи удесно истом брзином као блок 1 ⇒ p (T ) > 0 z(1)2 (T ) > 0
блок 2 ниjе ни започео кретање после инициjалног судара, тj. z(1)2 (t) = 0, за 0 ≤ t ≤ T , што
jе у принципу могуће. Кретања блокова из табела 1 и 2 се могу комбиновати као што се,
одговараjућим симболима, показуjе у табели 3 где jе идентификовано jеданаест могућих
сценариjа.
Табела 3. Могући сценариjи судара
2 тела
Сценарио судара Блок 2
два тела  a | ⇒
Б  1
л  2 3 4
о a 5 6 7
к ` 8 9 10
1 ⇒ 11
Сагласно идентификациjама/броjевима датим у табели 3 после инициjалног судара,
када трење у контактним површинама и присуство другог блока започињу промену
атрибута кретања првог тела, може се поjавити следећих 11 сценариа.
Сценарио 1 :
Блок 2 започиње кретање, Кошиjев проблема се нумерички интеграли до испуњења
следећих услова p[T ] = 0, z(1)1 (T ) > 0, z
(1)
2 (T ) > 0 и z
(1)
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Блок 2 започиње кретање, Кошиjев проблем се интеграли, затим блок 1 мења смер
кретања, наставља се интеграциjа до испуњења услова p(T ) = 0, z(1)1 (T ) < 0, z
(1)
2 (T ) > 0.
Сценарио 3 :
Блок 2 започиње кретање, Кошиjев проблем се интеграли, затим блок 1 мења смер
кретања, наставља се интеграциjа, блок 2 се зауставља и тада важи p(T ) = 0, z(1)1 (T ) < 0,
z
(1)
2 (T ) = 0.
Сценарио 4 :
Блок 2 ниjе започео кретање, нити ће се уопште кретати, Кошиjев проблем се
интеграли, затим блок 1 мења смер, наставља се интеграциjа до тренутка T када важи
p(T ) = 0, z(1)1 (T ) < 0, z
(1)
2 (T ) = 0.
Сценарио 5 :
Блок 2 започиње кретање, Кошиjев проблем се интеграли, блок 1 се зауставља, блок
2 наставља да клизи, тj. p(T ) = 0, z(1)1 (T ) = 0, z
(1)
2 (T ) > 0.
Сценарио 6 :
Блок 2 започиње кретање, Кошиjев проблем се интеграли, jедан од блокова се
зауставља, а затим и други, тако да блокови остаjу у контакту, наиме p(T ) > 0, z(1)1 (T ) = 0,
z
(1)
2 (T ) = 0.
Сценарио 7 :
Блок 2 ниjе започео кретање, нити ће се уопште кретати, Кошиjев проблем се
интеграли, блок 1 се зауставља у прилазноj фази, p(T ) > 0, z(1)1 (T ) = 0, z
(1)
2 (T ) = 0.
Сценарио 8 :
Блок 2 започиње кретање, Кошиjев проблем се интеграли, блок 1 мења смер кретања,
да би се нешто касниjе зауставио, а блок 2 наставио клизање, p(T ) = 0, z(1)1 (T ) = 0, z
(1)
2 (T ) >
0.
Сценарио 9 :
Блок 2 започиње кретање, Кошиjев проблем се интеграли, блок 1 мења смер кретања,
интеграциjа се наставља, затим се заустављаjу оба блока и при томе остаjу у контакту, тj.
p(T ) > 0, z(1)1 (T ) = 0, z
(1)
2 (T ) = 0.
Сценарио 10 :
Блок 2 ниjе започео кретање, нити ће се уопште кретати, Кошиjев проблем се
интеграли, блок 1 мења смер кретања, интеграциjа се наставља док се блок 1 не заустави,
односно p(T ) > 0, z(1)1 (T ) = 0, z
(1)
2 (T ) = 0.
Сценарио 11 :
Као што jе раниjе наговештено, може се претпоставити да, после судара, тj. за t > T ,
оба блока могу да наставе кретање удесно крећући се као целина. Дакле, блок 2 започиње
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кретање, Кошиjев проблем се интеграли, брзине блокова у jедном тренутку постаjу исте,
блокови су у контакту посредством вискоеластичног штапа и настављаjу клизање са истом
брзином, а то jе p(T ) > 0, z(1)1 (T ) = z
(1)
2 (T ) > 0.
На овом месту могу се напоменути три ствари. Прво, сценариjи означени броjевима
4,7 и 10 у табели 3 у потпуности одговараjу сценариjима из рада Граховац и др. [2011,
47]. Друго, раздваjање блокова после судара jе описано броjевима 1,2,3,4,5 и 8, док броjеви
6,7,9 и 10 одговараjу сцанариjима у коjима тела остаjу заjедно. Наjзад, као трећа напомена
говори да се сценарио под броjем 11 у табели 3 не може остварити за изабрани модел
вискоеластичног тела. Наиме, ако тела након судара остаjу у контакту и крећу се истим
брзинама, нема промене дужине вискоеластичног штапа jер jе сагласно (2.3), x = xC =
const, па се заменом у конститутивну jедначину (2.4) добиjа
p+ τpαp
(α) = xC + τxα
xCt
−α
Γ(1− α) . (2.23)
У том случаjу су и убрзања блокова иста па се из jедначина кретања (2.1) добиjа
p
ρ
− µ2Sgn(z(1)2 ) = −p− µ1Sgn(z
(1)
1 ). (2.24)




= pC = const, (2.25)




Γ(1− α) = xC + τxα
xCt
−α











Последња релациjа, као количник две константне величине може бити испуњена само у
случаjу да jе τxα = τpα, а што jе услов супротан ограничењу (2.5)3 коjе диктира Клаузиус-
Диjемова неjеднакост, па се могућност сценариjа 11 одбацуjе. Исто тврђење следи и из
чињенице да jе своjство релаксациjе напона штапова код коjих jе заустављен процес
деформациjе, природно, в. Троjер и др. [2011, 93] тако да jе нужна промена унутрашње
силе коjа више не може бити константна, а што jе супротно (2.25).
2.4. Нумерички метод
У овоj секциjи приказаће се елементи поступка коjим се сваки од горе наведених
сценариjа потврђуjе нумеричком анализом. У оквиру припреме за нумеричку интеграциjу
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Кошиjевог проблема, прво се елиминише нехомогени почетни услов (2.12)3 увођењем нових
променљивих y1 (t) = z1 (t)− ξt, и y2 (t) = z2 (t) , тако да се уместо система jедначина (2.12)
- (2.14) добиjа следећи систем
y
(2)






y1(0) = 0, y
(1)
1 (0) = 0, y2(0) = 0, y
(1)
2 (0) = 0, p(0) = 0,
(2.28)
p+ τpαp



















у коме се препознаjу основна своjства Риман-Лjувиловог фракционог извода, в. Олдхам
и Спаниер [1974, 68]. Затим се уводи дискретно време са кораком интеграциjе h,
(tm = mh, m = 0, 1, 2, ...). За први и други извод функциjе користе се стандардне
апроксимациjе: y(1)m = (ym+1 − ym) /h, и y(2)m = (ym+1 − 2ym + ym−1) /h2, в. Ортега и Реинболт
[1970, 69]. Извод реалног реда u(α)m се узима у облику h−α
∑m
j=0 ωjum−j , with ωj где
се коефициjенти ωj израчунаваjу према рекурентним релациjама ω0 = 1 и ωj =
(1− (α+ 1) /j)ωj−1, (j = 1, 2, 3, ..), што се сагласно терминологиjи из књиге Подлубниjа
назива фракциона диференцна апроксимациjа првог реда.
Иницирање алгоритма интеграциjе jе исто за сваки сценарио: из почетних услова
(2.28)2,3,5,6,7 следи да за m = 0 важи y1,0 = y2,0 = p0, док за m = 1 важи = y1,1 = y2,1 = 0, а
из конститутивне jедначине (2.29), сагласно фракционим диференцним апроксимациjама












































што се добиjа дискретизациjом конститутивне jедначине (2.29), док за нове координате







2y1,m − y1,m−1 − h2 (pm + µ1) y1,m+1 > y1,m −mξh
















m > md ∧ y2,m+1 > y2,m







m > mp ∧ y2,m+1 > y2,m.
(2.33)
Сада ће се обjаснити изрази (2.32) и (2.33) и увођење слек вариjабли коjима се управља
прелазом од првог реда (2.32) на други, као и одређуjу тренуци у коjима се заустављаjу
блокови. Таj прелаз и заустављање блокова, може а не мора да се догоди, а што зависи
од улазних параметара система: почетне брзине блока 1, односа маса блокова, параметара
вискоеластичног штапа и коефициjената трења.
Први ред у (2.32) jе интеграциjа jедначине кретања блока 1 при клизању удесно тj.
y
(2)
1,m = −pm − µ1, m = 1, 2, ... (2.34)
при чему се користи (2.31), а што важи све док jе испуњен услов
y
(1)
1,m + ξ > 0. (2.35)
На блок 2 почеће да делуjе сила pm коjа изазива поjаву силе трења, међутим блок 2 ће
остати у стању мировања све док сила трења не пређе своjу граничну вредност
pm > ρµ2, (2.36)
када блок 2 започиње кретање удесно. Ако jе то предвиђено сценариjом, што може а не
мора да се догоди, тj. ако се наруши услов (2.36) нпр. за m = md, тада се заjедно са (2.34)






− µ2, m = md + 1,md + 2, .... (2.37)
Током интеграциjе поред услова (2.35) потребно jе проверавати и услов
y
(1)
2,m > 0, (2.38)
коjи важи за клизање блока 2 удесно. Оваj сегмент описан jе у првом реду (2.33).
Даље се броjач m се повећава тако да се на основу свих израчунатих вредности
обе координате и силе израчунава вредност контактне силе у следећоj итерациjи према
(2.31) да би се та вредност уврстила у (2.34) и (2.37) понављаjући поступак све док
или у неком тренутку t = T контактна сила p (T ) постане jеднака нули, када важи
z
(1)
1 (T ) = y
(1) + ξ < z
(1)
2 (T ) = y
(2) > 0, што одговара сваком од сценариjа раздваjања,
или се не наруше услови (2.35) или (2.38). Jасно jе да због оба типа дисипациjе енергиjе
може доћи до нарушавања услова (2.35) и (2.38). Очигледно се прелаз у алгоритму од
првог на други ред у (2.32) догађа у тренутку када jе брзина клизања блока 1 jеднака
нули. Потребно jе наћи таj тренутак, а затим и испитати да ли ће блок 1 наставити
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клизање у другу страну или се зауставити. Дакле, нека се прво наруши услов (2.35).
Тада jе потребно да се запамти последња вредност m пре нарушавања услова (2.35),
и одговараjући тренутак времена t. Нека броjач/индекс mP и тренутак tmP одговараjу
тренутку непосредно пре нарушавања услова (2.35). На овом месту се уводи слек вариjабла
κ = y
(1)
1,m + ξ и коришћењем Оjлеровог метода у проширеном простору стања, сагласно
Тарнеровом алгоритму, у jедном кораку/итерациjи се добиjа временски тренутак t∗1 коjи
одговара услову κ∗ = 0, у следећем облику
t∗1 = tmP +
1
−pmP − µ1
(κ∗ − κ0), (2.39)




Да би се добило стање система у тренутку t = t∗1 од тренутка tmP потребно jе поновити
поступак интеграциjе али сада са кораком h1 = t∗1 − tmP < h, што због примене Грунвалд-
Летникове шеме са фиксним кораком на неки начин представља проблем. Уместо тога,
имаjући у виду да jе траjање судара релативно кратко, поновиће се интеграциjа од
почетног тренутка t = 0 са новим кораком h∗ = h + h1/mP ,, тако да ће се после mP
понављања стићи до тренутка t∗1 у коме jе изспуњен услов за промену динамичког модела
и у коме jе познато стање система, добиjено узимањем у обзир историjе деформациjе, коjе
претходи евентуалном наставку кретања. Наиме, ако ниjе сва почетна енергиjа система
ишчезла, даље се на израчунато стање у тренутку t∗1 редно наставља кретање по моделу
са другим смером силе трења за блок 1, при чему су почетни услови новог кретања
jеднаки краjњим условима претходног, в. Спасић 2011. Другим речима, брзина блока 1
z
(1)
1 у тренутку t
∗
1 jе jеднака нули, а пре него што се настави даље, треба проверити услов
да ли jе сила у вискоеластичном штапу већа од граничне силе трења коjу сада треба узети
са супротним знаком, тj. проверити да ли jе
|p(t∗1)| > |q1(t∗1)| . (2.40)
Ако jе таj услов испуњен, започиње кретање у супротном смеру, а ако ниjе блок 1
се зауставља, сила трења као неглатка вишевредносна функциjа jе мања од граничне
вредности и jеднака сили у вискоеластичном штапу. За одређивање кретања блока 1 улево
користи се други ред у (2.32) тj. модел
y
(2)
1,m = −pm + µ1, m = mP + 1,mP + 2, ... (2.41)
заjедно са (2.37), коjи важи под условом
y
(1)
1,m + ξ < 0, (2.42)
при чему jе корак интеграциjе h∗. При кретању блока 1 улево сила трења jе на граничноj
вредности, а штап се релаксира, тако да сила у штапу може постати мања од граничне
30 Докторска дисертациjа
силе трења што би водило заустављању блока 1. Наиме ако се наруши услов (2.42), тада
jе потребно запамтити последњу вредност броjача m пре нарушавања услова (2.42) као и
одговараjући временски тренутак t, нека су то mR и tmR , а затим jош jедном увести слек
вариjаблу κ али оваj пута за модел (2.41) да би се одредио тренутак када му брѕина постаjе
нула t∗2. Тренутак у коме jе блок 1 ушао у фазу приљубљивања, тj. зауставио се, дат jе са
t∗2 = tmR +
1
−pmR + µ1
(κ∗ − κ1) , (2.43)
где су κ1 = y
(1)
1,mR + ξ и κ
∗ = 0. Броjач m се даље повећава и наставља се са интеграциjом
само jедначине (2.37) са m = mR+1,mR+2, ..., jер блок 1 остаjе у стик фази, због тога што
нема спољашњих сила коjе могу променити његов положаj. Слична разматрања важе и за
кретање блока 2 удесно. Наиме, када се наруши услов (2.38), забележе се вредности m и
временског тренутка t непосредно пре нарушавања услова (2.38), нпр. m3 и tm3 а затим се
уведе нова слек вариjабла ν = y(1)2,m за контакт блока 2, и понови процедура за одређивање
временског тренутка t∗3,
t∗3 = tmS +
1
−µ2 + pmSρ
(ν∗ − ν0) (2.44)




Нумеричка имплементациjа алгоритма урађена jе у програмском пакету Mathematica,
а резултати њеног извршавања за различите вредности улазних параметара предмет су
наредне секциjе.
2.5. Резултати и дискусиjа
Нумерички експерименти потврдили су могуће сценариjе судара два тела. При томе jе
сваки експеримент инициjално урађен са jедним кораком, а затим поновљен са другим,
(мањим) како би се добиле овде приказане значаjне цифре. У свим израчунавањима
константе вискоеластичног штапа (2.4) су преузете из рада Фенандера [1998, 35],
бездимензиjска почетна брзина ξ jе jеднака 1 а почетна вредност корака интеграциjе jе
10−3. Вредности коефициjента трења су претпостављене као код процеса у коjима нема
судара. На сл. 2.3 jе приказано решење система jедначина (2.12) до (2.14) за α = 0.23,
τpα = 0.004, τxα = 1.183 и за двa skupa коефициjената трења µ1, µ2 и односа маса ρ.
Сценарио раздваjања 1 се добиjа за µ1 = µ2 = 0.1 и ρ = 0.4. Време траjања судара jе
T = 1.033, у том тренутку брзине блокова су истог смера и износе z(1)1 (T ) = 0.394, z
(1)
2 (T ) =
1.154. Ако jе µ1 = µ2 = 0.1 и ρ = 5 блокови ће се раздвоjити након T = 1.934 са брзинама
супротних смерова z(1)1 (T ) = −0.522, z
(1)
2 (T ) = 0.118 што одговара сценариjу 2. За случаj
када jе µ1 = 0.7, µ2 = 0.1 и ρ = 1 судар се завршава у тренутку T = 1.283 а стање система
након судара одређено jе са z(1)1 (T ) = 0, z
(1)
2 (T ) = 0.476 и то одговара сценариjу 5. Сценарио
раздваjања блокова после судара 3 се добиjа за µ1 = 0.1, µ2 = 0.5 и ρ = 1.8 и тада jе
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Слика 2.3. Атрибути током судара за α = 0.23, τpα = 0.004, τxα = 1.183 и ρ = 0.4, µ1 = µ2 =
0.1 (сц. 1), ρ = 5, µ1 = µ2 = 0.1 (сц. 2).
време траjања судара T = 2.004 а блокови у том тренутку имаjу брзине z(1)1 (T ) = −0544,
z
(1)
2 (T ) = 0 респективно. На сликама 2.3 и 2.4 треба приметити да се сила трења током
судара, скоковито мења и да у фази приљубљивања може имати било коjу вредност између
граничних што jе сагласно разматрањима из монографиjе Глокера [2001, 41].
На сл. 2.5 су приказана решења за α = 0.23, τpα = 0.004, τxα = 1.183 и два скупа улазних
података (ρ, µ1 и µ2). У случаjу да jе ρ = 1, µ1 = µ2 = 0.5 добиjа се да судар завршава после
T = 2.004 и да су тада блокови у равнотежи што значи да су на краjу судара силе трења
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Слика 2.4. Атрибути током судара за α = 0.23, τpα = 0.004, τxα = 1.183 и ρ = 1, µ1 = 0.7,
µ2 = 0.1 (сц. 5), и ρ = 1.8, µ1 = 0.5, µ2 = 0.1 (сц. 3).
q1 и q2 jеднаке сили у вискоеластичном штапу p и износе 0.115. До заустављања jе дошло у
фази раздваjања што представља сценарио 9. За ρ = 4, µ1 = µ2 = 0.9 у положаj равнотеже
блокови ће доспети у фази приближавања за време T = 0.667, што одговара сценариjу 7.
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На краjу судара контактна сила p(T ) = 0.804, а сила трења на блоку 1 у тренутку T има
скок од −0.9 до q1(T ) = 0.804.
Слика 2.5. Атрибути током судара за α = 0.23, τpα = 0.004, τxα = 1.183 и ρ = 1, µ1 = µ2 = 0.5
(сц. 9) и ρ = 4, µ1 = µ2 = 0.9 (сц. 7).
У табели 4 jе приказано како се мења стање система након судара у зависности од
промене коефициjента трења µ2 за задате вредности α = 0.23, τpα = 0.004, τxα = 1.183, ρ = 1.
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Види се да се повећењем µ2 повећева дисипациjа енергиjе у судару и да ће за µ2 > 0.6 тела
након судара остати у контакту.
Табела 4. Атрибути судара за µ1 = 0.4, ρ = 1, α = 0.23,
τpα = 0.004 и τxα = 1.183 и за различите вредности
коефициjента трења µ2
µ2 0 0.01 0.1 0.2 0.4 0.6 0.9
pmax 0.831 0.834 0.864 0.897 0.956 1.007 1.059
tpmax 0.545 0.547 0.564 0.584 0.623 0.664 0.722
xmax 0.363 0.365 0.380 0.395 0.425 0.451 0.480
txmax 0.625 0.627 0.646 0.668 0.712 0.757 0.823
T 1.241 1.248 1.323 1.422 1.717 2.156 2.884
z
(1)
1 (T ) 0 0 0 0 0 0 0
z
(1)
2 (T ) 0.662 0.655 0.590 0.506 0.277 0 0
p(T ) 0 0 0 0 0 0.142 0.014
q1(T ) 0 0 0 0 0 0.142 0.014
q2(T ) 0 −0.01 −0.1 −0.2 −0.4 −0.142 −0.014
∆(T ) 0.281 0.286 0.326 0.372 0.462 0.5 0.5
Сви сценариjи за судар два тела су нумерички потврђени и за α = 0.49, τpα = 5 ×
10−8,, τxα = 0.886. Да би се испитао утицаj почетног корака интеграциjе на резултате
добиjене предложеном нумеричком процедуром, он jе смањен на 10−4 а затим су поновљени
нумерички експерименти и резултати се слажу на трећу децималу. Као што jе и очекивано
у случаjу када m2 → ∞ потврђуjу се резултати приказани у раду Граховца и др. [2011,
47], док се за случаj када нема сувог трења резултати из прве колоне табеле 4 пoклапаjу
са резултатима приказаним у раду Атанацковића и Спасића [2004, 6].
Са повећањем реда извода α повећева се дисипациjа у вискоеластичном штапу, видети
табеле 5 и 6 где jе приказано стање након судара за µ1 = 0.1, µ2 = 0.1, два различита
вискоеластична материjала и променљив однос маса ρ. У табелама се такође може видети
да се за исту вредност односа маса, нпр. ρ = 0.8 предвиђаjу два различита сценариjа, 2 за
вискоеластични елемент са α = 0.23 а 5 за α = 0.49.
У табелама 5 и 6 се може видети и утицаj односа маса ρ на стање система након
судара. Повећањем масе m2 примећуjе се да систем тежи ка сценариjу у коме блок 2 неће
ни започети кретање.
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Табела 5. Атрибути судара за µ1 = 0.1, µ2 = 0.4, α = 0.23, τpα = 0.004 и
τxα = 1.183 и за различите вредности односа маса ρ
ρ 0.2 0.5 0.8 1 1.25 2 2.5 5
pmax 0.627 0.890 1.028 1.090 1.146 1.238 1.265 1.277
tpmax 0.362 0.541 0.641 0.687 0.731 0.814 0.845 0.867
xmax 0.259 0.388 0.458 0.489 0.519 0.568 0.584 0.592
txmax 0.416 0.618 0.730 0.782 0.832 0.924 0.960 0.968
T 0.820 1.222 1.461 1.590 1.715 1.959 2.031 2.041
z
(1)
1 (T ) 0.589 0.184 −0.038 −0.144 −0.262 −0.508 −0.607 −0.956
z
(1)
2 (T ) 1.321 0.909 0.622 0.475 0.327 0.026 0 0
p(T ) 0 0 0 0 0 0 0 0
q1(T ) −0.1 −0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
q2(T ) −0.4 −0.4 −0.4 −0.4 −0.4 −0.4 0 0
∆(T ) 0.152 0.276 0.345 0.377 0.399 0.370 0.316 0.283
У вези поређења овог приступа са Фремоновим коjи jе кратко приказан у секциjи 1.2,
могу се напоменути две ствари. Прво овде предложени приступ покрива оба сценариjа
коjа предвиђа фремонов приступ. Истина броj могућих сценариjа о коjима се говори у овоj
тези jе много већи од два, међутим и систем коjи се овде анализира jе битно другачиjи.
Тела нису само крута као у примеру Фремона већ имаjу и вискоеластични слоj, а и
клизе у присуству сувог трења, тако да не важи интеграл количине кретања о коме jе
било речи у поменутоj секциjи. Наjзад, друга напомена тиче се примене. За Фремоновов
приступ потребно jе одређивање константи коjе улазе у псеудопотенциjал дисипациjе што
захтева посебне експерименте. Броj тих константи може да варира jер jе класа функциjа
коjе могу да буду глатки део псеудопотенциjала прилично широка. Проблем се опет
своди на решавање алгебарских jедначина уз комбинаторну анализу. У приступу коjи
jе предложен у овоj тези броj константи jе фиксиран - 4 за опис вискоеластичног штапа и
2 коефициjента трења - а уз то оне се одређуjу из типизираних и релативно jедноставних
експеримената, што свакако представља предност. Цена коjа се за ту предност плаћа jе
решавање неглатких вишевредносних диференциjалних jедначина произвољног реалног
реда. Истина jе да еволуциjа електронских рачунара и необична, широко распрострањена
доступност њихових ресурса, ту цену из дана у дан обара, тако да предност алгебарских
у односу на диференциjалне jедначине постаjе све мања.
Наjзад, из резултата приказаних у овоj секциjи, види се да предложени приступ
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Табела 6. Атрибути судара за µ1 = 0.1, µ2 = 0.4, α = 0.49, τpα = 5× 10−8
и τxα = 0.886 и за различите вредности односа маса ρ
ρ 0.2 0.5 0.8 1 1.25 2 2.5 5
pmax 0.553 0.768 0.882 0.933 0.98 1.055 1.073 1.075
tpmax 0.286 0.460 0.561 0.609 0.655 0.743 0.776 0.782
xmax 0.240 0.377 0.454 0.490 0.523 0.580 0.596 0.598
txmax 0.417 0.644 0.773 0.833 0.891 1.000 1.042 1.050
T 0.819 1.284 1.559 1.771 1.980 2.219 2.199 2.196
z
(1)
1 (T ) 0.630 0.248 0 −0.066 −0.173 −0.418 −0.483 −0.488
z
(1)
2 (T ) 1.111 0.738 0.467 0.307 0.145 0 0 0
p(T ) 0 0 0 0 0 0 0 0
q1(T ) −0.1 −0.1 0 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
q2(T ) −0.4 −0.4 −0.4 −0.4 −0.4 0 0 0
∆(T ) 0.178 0.333 0.413 0.451 0.472 0.413 0.383 0.381
на jеднозначан начин, за фиксиране вредности улазних параметара, одређуjе атрибуте
коjи описуjу судар два тела. При томе се покрива велики броj резличитих сценариjа
коjе предвиђаjу експерименти. Та чињеница ниjе без значаjа за примене у различитим
областима инжењерства, нпр. код механизама у коjима jе трење неизбежно а судари се
често срећу, различитим роботима-манипулаторима, код вођица у коjима постоjе зазори,
затим у реконструкциjи саобраћаjних незгода, машина за дозирање итд., о чему говоре
радови Попа [2000, 77], Штефана [2009, 87], Дуартеа и Мачада [2009, 30], Ванђиjа [2009,
90], Флореса и коаутора [2010, 36], или књиге Фаjфера и Глокера [1996, 73], те Хуанга,
[2002, 50] при чему би листа могла бити много дужа.
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3. Проблем судара три тела
Аргументи анализе судара два тела се могу користити и у анализи судара три тела. Овде
ће се дати само илустрациjа тог става jер навођење свих корака и детаља анализе судара
три тела, као и свих могућих сценариjа за таj систем, далеко превазилази оквире ове
тезе. Оваj део тезе jе више илустрациjа примењивости предложеног приступа на систем
са jедним степеном слободе кретања више. И за ту илустрациjу од користи може бити
Фремонов приступ.
3.1. Фремонов приступ за судар три кугле
Посматра се систем коjи чине три круте кугле маса m1, m2 и m3 коjе без обртања и
без трења могу да се крећу дуж x осе, в. сл. 3.1a. Проблем jе детаљно анализиран у
књизи Фремона [2002, 38] док ће у овоj тези бити приказани само наjзначаjниjи резултати,
тj. проблем како се за познато стање система непосредно пре судара одређуjе стање
непосредно након судара.
Слика 3.1. а) Вишеструки судар кугли коjе се крећу праволиниjски, б) Ударни импулси
коjи делуjу на кугле (декомпозициjа система).
Посматрани систем jе деформабилан jер се растоjања између кугли током кретања
мењаjу тако да систем мења своj облик. Брзине деформациjа су
D12 = U1 − U2,
D23 = U2 − U3,
D31 = U3 − U1.
(3.1)
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где Dij (i 6= j; i, j = 1, 2, 3) представљаjу релативне брзине између кугли “i” и “j”. Нека
су: P12 ударни импулс између кугли “1” и “2”, P23 ударни импулс између кугли “2” и “3”,
P31 ударни импулс између кугли “1” и “3” (нема контакта кугли 1 и 3, али претпоставка
jе постоjи међусобна интеракциjа и ове две куглe, нпр. лаки штап од кугле 1 контактира
лаки штап везан за куглу 3).
У наставку ће се решавати проблем у коме су масе кугли jеднаке m1 = m2 = m3 =
m. Узимаjући ово у обзир, на основу дистрибуциjског модела судара добиjаjу се следеће
jедначине
m [U1] = −P12 − P31
m [U2] = −P23 + P12
m [U3] = P13 + P23,
(3.2)
где су скоковите промене брзина кугли означене са [Ui] = U
+
i − U−i , i = 1, 2, 3.
Псеудопотенциjал дисипациjе на основу коjег се добиjа веза између ударних импулса и


















при чему функциjа Ψ1 задовољава исте услове као и псеудопотенциjал дисипациjе Ψ
у секциjи 1.2 ове тезе. Уведене индикаторске функциjе изражаваjу услове да нема
продирања jедне кугле у другу. Коефициjенти k i ν се одређуjу експериментално. Ударни
импулси се добиjаjу инклузиjом, примењеном на суб-диференциjал псеудопотенциjала



























3 )− (U+1 + U−1 )),
(3.4)
Нека кугла 1 удара у две преостале кугле, коjе се мируjу и додируjу се, наиме нека jе




3 = 0. У овом случаjу jедначине кретања (3.2) заjедно са (3.4)
су
m(U+1 − U−1 ) = −k(U+1 + U−1 − U+2 )−A+ ν(U+3 − U+1 − U−1 )
mU+2 = −k(U+2 − U+3 )−B + k(U+1 + U−1 − U+2 ) +H
mU+3 = −ν(U+3 − U+1 − U−1 ) + k(U+2 − U+3 ) +W,
(3.5)
где jе H = ∂I−(U
+
1 −U+2 ) а W = ∂I−(U+2 −U+3 ). Решење система (3.5) за различите вредности
масе m и параметара k и ν се добиjа у четири различита облика.
Случаj 1 : Кугле 1 и 2 су у контакту док се кугла 3 одвоjила
У овом случаjу важи да jе H позитивно, U+1 = U
+
2 и W = 0 jер jе U
+
2 −U+3 < 0. Решавањем
система jедначина (3.5) добиjаjу се следеће вредности брзине кугли после судара и импулса



















Изрази (3.6) представљаjу решење проблема вишеструког судара ако и само ако важе
следећа два услова: H > 0 и U+3 > U
+
2 , а они ће важити за m
2 − 3k2 − 6kν > 0 и 3ν > m.
Случаj 2 : Након судара све кугле остаjу у контакту




3 > 0. Решавањем



















Ово су решења постављеног проблема судара три кугле ако и само ако су испуњени следећи
услови:ν < m3 и ν <
2m
3 − k.
Случаj 3 : Кугла 2 се одваjа од кугле 1 и наставља да се креће заjедно са куглом 3





због раздваjања кугле 1 важи да jе H = 0. Узимаjући ово у обзир решен jе систем (3.5) и



















Да би изрази (3.8) били решења вишеструког судара мораjу бити испуњена следећа два
услова: ν < k и ν < 2m3 − k.
Случаj 4 : Раздваjање после судара, нема контакта између кугли
Након судара све кугле се крећу независно jедна од друге, нема контакта између њих




1 . Решење система

















где мораjу бити испуњени следећи услови: ν > k и m2 − 3k2 − 6kν < 0.
Ако се фиксира коефициjент k, у координатном систему Omν се могу графички
приказати области параметара система коjе одговараjу различитим сценариjима
вишеструког судара три кугле. Одговараjуће области су приказане на сл. 3.2.
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Слика 3.2. Графички приказ могућих сценариjа вишеструког судара три кугле у
зависности од масе кугли m и коефициjента ν за фиксирану вредност коефициjента k
(добиjено Фремоновим приступом).
Треба приметити да се употребом Фремоновог приступа на проблем вишеструког
судара три тела укључуjе дисипациjа енергиjе али да питање избора коефициjената у
псеудопотенциjалу дисипациjе и даље остаjе отворено.
3.2. Приступ круто тело са вискоеластичним слоjем и сувим трењем
На систем коjи се састоjи од два блока коjи се крећу по храпавоj подлози, проучаван у
поглављу 2, додаjе се jош jедан крути блок за коjи jе везан вискоеластични штап, в. 3.3.
Слика 3.3. Проблем судара три тела.
Извођење jедначина кретања коjе описуjу вишеструки судар три тела се врши на
потпуно исти начина као и у случаjу два тела што jе детаљно описано у поглављу 2 овог
рада. Систем jедначина коjе описуjу вишеструки судар три тела у димензиjском облику
заjедно са почетним условима jе
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m1z
(2)
1 = −p1 + q1,
m2z
(2)
2 = p1 − p2 + q2,
m3z
(2)
3 = p2 + q3,
(3.10)
z1(0) = 0, z
(1)
1 (0) = v0, p1(0) = 0,
z2(0) = 0, z
(1)
2 (0) = 0, p2(0) = 0,
z3(0) = 0, z
(1)
3 (0) = 0,
(3.11)
где су p1 и p2 контактне силе а qi, i = 1, 2, 3, представљаjу силе трења, видети сл. 3.4. Силе
трења и силе у вискоеластичним штаповима су описане на следећи начин






















2 ), x2 = z2 − z3,
(3.13)
при чему коефициjенти модификованог Зенеровог модела мораjу задовољити следеће
неjеднакости
Eα > 0, Eβ > 0, τpα > 0, τpβ > 0, τxα > τpα, τxβ > τpβ, (3.14)
коjе су последица другог закона термодинамике.
Слика 3.4. Декомпонован систем три тела.





















































1 = −p1 + q1, z1(0) = 0, z
(1)












+ q3, z3(0) = 0, z
(1)
3 (0) = 0.
(3.16)
p+ τpαp
(α) = z1 − z2 + τxα(z1 − z2)(α),
p+ τpβp








, i = 1, 2, 3, (3.18)
уз рестрикциjе на коефициjенте Зенеровог модела (3.14)3,4,5,6.
За решавање проблема вишеструког судара три тела описаног jедначинама (3.16)-
(3.18), са ограничењима (3.14)3,4,5,6 примениће се нумерички метод из књиге Подлубниjа
[1999, 76], заjедно са методом слек вариjабле приказане у раду Тарнера [2001, 94]. Детаљи
примене ова два метода на проблем судара два тела су приказани у поглављу 2 ове
тезе. За проблем вишеструког судара три тела ће се приказати нумерички алгоритам са
посебним освртом на сегменте коjи се нису поjављивали у анализи судара два тела. Због
нехомогености почетног услова (3.16)3 потребно jе увести смену променљивих на следећи




1 = −p1 + q1, y1(0) = 0, y
(1)












+ q3, y3(0) = 0, y
(1)
3 (0) = 0.
(3.19)
p+ τpαp
























, i = 2, 3.
(3.21)
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Применом нумеричког метода предложеног у књизи Подлубниjа [1999, 76] добиjаjу се



























































Из почетних услова следи y1,0 = y2,0 = y3,0 = y1,1 = y2,1 = y3,1 = p1,0 = p2,0. У проблему
вишеструког судара три тела, за свако тело постоjе две jедначине кретања у зависности
од смера његовог кретања. Комбинаторна анализа могућих сценариjа судара сада jе знатно
сложениjа. И тело 1 и тело 2 могу да мењаjу смер кретања, а тело три може или да се креће
удесно или да се заустави или да не крене уопште. Ни тело 2 не мора да крене уопште. За
реализациjу алгоритма сада су потребне три слек вариjабле за изразе коjи одређуjу смер




3 . Кретање тела 1 у зависности од смера описуjу jедначинe
y
(2)
1,m = −p1,m − µ1, y
(1)
1,m + ξ > 0,
y
(2)
1,m = −p1,m + µ1, y
(1)
1,m + ξ < 0,
(3.24)












− p2,m + µ2, y(1)2,m < 0,
(3.25)






− µ3, y(1)3,m > 0, (3.26)
Приликом интеграциjе сваки пут при промени смера кретања блока 1 или 2 или
заустављања било ког блока потребно jе применити метод слек вариjабле као што jе
то детаљно приказано у поглављу 2. Сада се дисипациjа енергиjе током вишеструког






















































где jе T време траjања судара. Тела након судара тела могу наставити да клизаjу прва
два или лево или десно а треће само десно, или се могу заустављати у различитим фазама
кретања, а тела 2 и 3 ни не мораjу започети кретање. У овом случаjу постоjи много
више различитих сценариjа судара него у случаjу судара два тела али се сви они могу
предвидети предложеним моделом судара само избором вредности улазних параметара
система (α, β, τpα, τpβ, τxα, τxα, ρ1, ρ2, µ1, µ2, µ3).
3.3. Нумеричке симулациjе судара три телa
Нумеричке симулациjе вишеструког колинеарног судара три тела према Херцовоj теориjи
су урађене за различите вредности параметара система и верификовано jе осамнаест из
скупа могућих сценариjа од коjих ће само неколико карактеристичних бити графички
приказано. Ови сценариjи укључуjу да се блокови 1 и 2 после судара могу кретати
улево, удесно или могу мировати док блок три може мировати или се кретати удесно.
Такође било коjа два блока могу остати после судара у контакту и да таj контакт
може бити остварен или у прилазноj фази или у фази раздваjања. У свим симулациjама
почетни корак интеграциjе jе h = 0.001 а бездимензиjска почетна брзина блока 1, ξ = 1.
Такође су коришћена два вискоеластична материjа као и код проблема судара два тела.
Сва запажања о дисипациjи енергиjе, сили трења и брзинама блокова после судара из
секциjе 2.5 важе и у овом случаjу. Четири сценариjа коjа предвиђа Фремонов приступ,
анализирана у секциjи 3, поjављуjу се и овде, уз напомену да jе много већи броj сценариjа
у овом приступу последица другачиjег модела у коме постоjи суво трење па не важи
закон одржања количине кретања. Треба напоменути да према Херцовоj теориjи било
коjа од три, два тела након судара могу остати у контакту, али да се не могу кретати са
истом брзином, што jе последица Клаузиус-Диjемове неjеднакости. На сл. 3.5 приказуjу
се резултати два нумеричка експеримента.
У нумеричким експериментима оба вискоеластична штапа су истих своjстава тj. α =
β = 0.23, τpα = τpβ = 0.004, τxα = τxβ = 1.183. Сценарио код кога након судара блокови 1
и 2 остаjу у равнотежи и при томе су у контакту а блок 3 одлази удесно jе приказан на
сл. 3.5а, и остваруjе се за ρ1 = ρ2 = 1, µ1 = 0.4, µ2 = 0.2 и µ3 = 0.1. Време траjања судара
T = 2.487 а брзине блокова након судара износе: z(1)1 (T ) = 0, z
(1)
2 (T ) = 0 и z
(1)
3 (T ) = 0.408 а
контактне силе су p1(T ) = 0.048 и p2(T ) = 0. За случаj када jе µ1 = 0.1, µ2 = 0.6, µ3 = 0.9
и ρ1 = ρ2 = 1, судар се завршава у тренутку T = 2.061, док стање система након судара
одређуjу брзине z(1)1 (T ) = −0.370, z
(1)
2 (T ) = 0 и z
(1)
3 (T ) = 0 и силе p1(T ) = 0 и p2(T ) = 0.468.
Графички приказ се може видети на сл. 3.5б.
Сценарио у коме се догађа раздваjање сва три блока приказуjе слика fig21а. Судар
траjе T = 2.27, параметри на основу коjих се долази до овог сценариjа су µ1 = 0.2, µ2 = 0.4,
µ3 = 0.1 и ρ1 = ρ2 = 1. Стање система након судара одређено jе са брзинама z
(1)
1 (T ) = −0.127,
z
(1)
2 (T ) = 0 и z
(1)
3 (T ) = 0.317 као и силама p1(T ) = p2(T ) = 0. И на краjу ће се анализирати
случаj где су µ1 = 0.5, µ2 = 0.6, µ3 = 0.9 и ρ1 = ρ2 = 1, коjи одговара сценариjу када су после
судара сви блокови у равнотежи и у контакту што значи да jе z(1)1 (T ) = z
(1)
2 (T ) = z
(1)
3 (T ) = 0
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Слика 3.5. Атрибути током судара за α = β = 0.23, τpα = τpβ = 0.004, τxα = τxβ = 1.183 и а)
ρ1 = ρ2 = 1, µ1 = 0.4, µ2 = 0.2 и µ3 = 0.1, б) ρ = 1, µ1 = µ2 = 0.5 и б) µ1 = 0.1, µ2 = 0.6, µ3 = 0.9
и ρ1 = ρ2 = 1.
и да су контактне силе p1(T ) = 0.342 и p2(T ) = 0.243. Траjање судара T = 2.488, а зависност
контактних сила и брзина блокова jе приказана на сл. 3.6б. Оваj сценарио судара одговара
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Слика 3.6. Атрибути током судара за α = β = 0.23, τpα = τpβ = 0.004, τxα = τxβ = 1.183 и а)
µ1 = 0.2, µ2 = 0.4, µ3 = 0.1 и ρ1 = ρ2 = 1, б) ρ = 1, µ1 = µ2 = 0.5 и б) µ1 = 0.5, µ2 = 0.6, µ3 = 0.9
и ρ1 = ρ2 = 1.
експерименталним предвиђањима. Користећи Фремонов приступ поменути сценарио ниjе
било могуће предвидети али зато Херцова теориjа судара са вискоеластичним слоjем уз
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суво трење као модел дисипациjе енергиjе предвиђа овакав сценарио, што представља и
jедан од наjважниjих резултата ове тезе.
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4. Закључак
У овоj тези разматран jе проблем судара два тела, коjа могу да клизе по хоризонталноj
линиjи у присуству сувог трења, и тако да се међусобни контакт тела остваруjе се
посредством висколеастичног штапа чиjи модел укључуjе нецеле изводе Риман-Љувиловог
типа, а коефициjенти у моделу задовољаваjу ограничења коjа диктира други закон
термодинамике. Суво трење моделирано jе неглатким вишевредносним функциjама.
Посебно своjство предложеног приступа jе укључивање дисипациjе енергиjе од самог
почетка. Иначе сам метод спада у оквире Херцове теориjе судара односно теориjе кретања
крутог тела са вискоеластичним слоjем.
Са апекта математичке анализе проблем jе прво представљен у форми Кошиjевог
проблема за систем типа неглатких вишевредносних диференциjалних jедначина
произвољног реалног реда. Затим jе применом Лапласове трансформациjе проблем jе
сведен на облик Кошиjевог проблема за две спрегнуте интегро-диференциjалне инклузиjе
(2.22), за коjи постоjи резултат о егзистенциjи решења. У том кораку приказана зависност
силе од брзине деформациjе у вискоеластичном штапу, исказана интегралом конволуциjе
(2.19), jе сасвим нова.
Детаљно jе у секциjи 2.3 урађена комбинаторна анализа могућих сценариjа судара.
Од 11 идентификованих, jедан jе одбачен као последица разматрања везаних за изабрани
модел вискоеластичног тела, а за преосталих 10 развиjен jе алгоритам нумеричког
решавања. Сам нумерички алгоритам jе такође потпуно нов. Сам алгоритам jе базиран
на обичним и стандардним фракционим диференцним апроксимациjама укључених извода
заjедно са употребом слек вариjабле као замене за време, а што jе значаjно поjедноставило
налажење тренутака у коjима систем треба прекључити са jедног динамичког модела на
други.
Урађене су нумеричке симулациjе судара за различите односа маса судараjућих
тела, параметре вискоеластичног тела, као и коефициjенте трења. Предложени модел
судара предвиђа готово све сценариjе судара два тела коjа показуjу експерименти:
неколико типова раздваjања тела након судара и неколико типова у коjима се тела
после судара заустављаjу. Као специjалан случаj у раду се добиjаjу резултати из рада
Граховац и коаутори [2011, 47], у коме jе наговештена коректност модела сувог трења коjи
укључуjе неглатке вишевредносне функциjе у предвиђању заустављања тела после судара
у коначном времену.
Приказани су резултати симулациjа за проблем судара два тела графички и табеларно
и анализиран jе утицаj параметара система на његово понашање након судара. Ови
резултати говоре у прилог коректног нумеричког поступка коjи повезуjе алат за нелокалне
операторе са алатом развиjеним за неглатке вишевредносне функциjе, на jедан сасвим нов
начин. Резултати нумеричких симулациjа су показали да се помоћу овог модела могу
добити реална предвиђања о исходу судара што може бити од користи за читав низ
инжењерских примена. Резултати приказани на сликамa и у табелама из секциjе 2.5 су
потпуно нови.
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Оваквим приступом се избегава увођење коефициjента успостављања на нивоу
хипотезе jер се проблем решава jеднозначно интеграциjом постављеног Кошиjевог
проблема.
Метод коришћен у тези jе упоређиван са Фремоновим приступом, коjи се базира
на решавању алгебарских jедначина, али за коjи jе потребно одређивање константи
коjе улазе у псеудопотенциjал дисипациjе посебним експериментима. Броj тих константи
може да варира jер jе класа фукциjа коjе могу да буду глатки део псеудопотенциjала
дисипациjе прилично широка. У приступу коjи jе предложен у овоj тези броj константи
jе фиксиран - четири за опис вискоеластичног штапа плус два коефициjента трења.
Те константе се одређуjу из типизираних и релативно jедноставних експеримената,
што свакако представља предност. Цена коjа се за ту предност плаћа jе решавање
неглатких вишевредносних диференциjалних jедначина произвољног реалног реда.
Предност решавања алгебарских у односу на диференциjалне jедначине постаjе све мања
jер постоjе пакети коjи комплексне математичке проблеме чине релативно jедноставним.
Jедан такав пакет jе и овде коришћен.
Пратећи разматрања из рада Сонга и др. [2001, 83], овде усвоjени приступ се може
уопштити и на раванске проблеме као замена за класичан приступ у оквирима неглатке
динамике коjи подразумева да су тела крута и у коме се унапред уводе коефициjенти
судара у нормалном и тангентном правцу коjи се комплементираjу Кулоновим законом
трења, видети Флорес и коаутори [2010, 36].
Посебно jе значаjна примена предложеног модела у анализи и реконструкциjи
саобраћаjних незгода, видети радове Ванђиjа [2009, 90], Вере и др. [1995, 91] и Штефана
[2009, 87], jер се ту поjављуjе jедан од веома тешких проблема да се на основу делимичног
познавања стања система након судара процени стање система пре судара, за шта jе
реалистичност модела судара од посебне важности.
Када jе судар два тела у питању, будућа разматрања коjа су у непосредноj вези
са темом и циљевима ове докторске тезе, би се могла одвиjати у три правца. Прво
се може говорити о побољшању овде коришћене нумеричке процедуре коjа обjедињуjе
атрибуте нецело и неглатко. Корисна разматрања о овом проблему се могу наћи у
радовима Дитхелма и др. [2005, 29] и Карпентиjериjа и др. [2011, 21]. Друга надоградња
овог рада би могла кренути у смеру експерименталних истраживања са коjима би се
упоредили резултати нумеричких симулациjа. Као пример ће се навести радови Хана и
Гилмора [1993, 48] и Фаjфера [2005, 74] у коjима су помоћу веома брзих видео камера
добиjени експериментални подаци о величинама стања у судару, коjе би било згодно
упоредити са предвиђањима овог модела. И на краjу, као jедном од могућих праваца
даљих истраживања, интересантно би било анализирати увођење контролне променљиве
- управљања - у систем, са циљем формулациjе проблема оптималног управљања коjим
се захтева остваривање (или избегавање) jедног одређеног из скупа могућих сценариjа
судара коjи jе пожељан (или непожељан) за дату апликациjу. Припрема за решавање и
овог проблема jе већ урађена у радовима Балеануа и др. [2009, 9] и Балеануа и Трухиља
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[2010, 10].
Наjзад, проблем jе постављен и нумерички решен и за случаj судара три тела.
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